
６　項別高階積分( )逆三角関数、逆双曲線関数
　　４・４ と ４・５ において逆三角関数および逆双曲線関数の直系高階原始関数は全て示された。

しかしこれらはその積分下限も関数形も複雑であった。ところがこれらの関数のテイラー級数を

項別積分するとシンプルな一般形を得ることができる。当然ながらこれらの多くは傍系高階積分で

ある。しかしながら直系高階積分は有用で傍系高階積分は無用と言うものでもない。 Simple is
the best! 　複雑な有限項関数より単純な無限項関数である。

６・１　 tan-1x  の項別高階積分

公式６・１・１

| |x < 1  なる x について次式が成立する。


0

x
 

0

x
tan -1x dxn = Σ

k=0


( )-1 k

( )2k+n +1 !
( )2k !

x2k+ n+1

導出

tan -1x = Σ
k=0


( )-1 k

2k+1
1

x2k+1 = Σ
k=0


( )-1 k

( )2k+1 !
( )2k !

x2k+1

この両辺を 0から x まで繰り返し積分して与式を得る。

　公式４・４・１（ ４・４ ）で示されたように、この直系高階積分は次のようであった。


0

x
 

0

x
tan -1x dxn = 

n!
tan -1x

Σ
k=0

n /2
( )-1 k Ｃn n-2k xn-2k

+ 
2n !

log 1+x2

Σ
k=1

n /2
( )-1 k Ｃn n+1-2k xn+1-2k

-
n!
1
Σ
r=1

n /2
(-1)r Ｃn n+1-2r  ( )1+n -( )2r xn+1-2r

従って上の項別高階積分は直系高階積分である。

そして両者を突合することにより次の公式を得る。

公式６・１・１’

| |x   1 なる x について次式が成立する。

Σ
k=0


( )-1 k

( )2k+n +1 !
( )2k !

x2k+n =
n!

tan -1x
Σ
k=0

n /2
( )-1 k Ｃn n-2k xn-2k

+ 
2n!

log 1+x2

Σ
k=1

n /2
( )-1 k Ｃn n+1-2k xn+1-2k

-
n!
1
Σ
r=1

n /2
(-1)r Ｃn n+1-2r  ( )1+n -( )2r xn+1-2r

これに x=1 を与えることにより次の特殊値を得る。

Σ
k=0


( )-1 k

( )2k+2 !
( )2k !

 = 
12
1

-
34
1

+
56
1

-
78
1

+- = 4


 - 2
log2
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Σ
k=0


( )-1 k

( )2k+3 !
( )2k !

 = 
123

1
-

345
1

+
567

1
-

789
1

+-= 2
1

-
2

log 2

Σ
k=0


( )-1 k

( )2k+4 !
( )2k !

 = 
1234

1
-

3456
1

+- = 12
5

-
12


-
6

log2

Σ
k=0


( )-1 k

( )2k+5 !
( )2k !

 = 
12345

1
-

34567
1

+- = 36
5

 - 24




Σ
k=0


( )-1 k

( )2k +n +1 !
( )2k !

 = 
4 n!


Σ
k=0

n /2
( )-1 k Ｃn n-2k + 

2n!

log 2
Σ
k=1

n /2
( )-1 k Ｃn n+1-2k

- 
n!
1
Σ
r=1

n /2
(-1)r Ｃn n+1-2r  ( )1+n -( )2r 　(1.n')

Note
　これらの級数については

Σ
k=0



( )2k+1 ( )2k+2 ( )2k+m

( )-1 k

 = ( )m-1 !
1 

0

1

1+ t2

( )1- t m-1

dt

なる公式が知られている( )岩波「数学公式Ⅱ」 が、これは Riemann-Liouville の積分を用いれば

公式６・１・１ から容易に導かれる。そしてまた、次式も容易に導かれる。


0

1

1+ x2

( )1- x n

dx = 4

Σ
k=0

n /2
( )-1 k Ｃn n-2k + 

2
log 2

Σ
k=1

n /2
( )-1 k Ｃn n+1-2k

- Σ
r=1

n /2
(-1)r Ｃn n+1-2r  ( )1+n -( )2r

高階グレゴリー級数  

　上の特殊値において注目すべきは４番目の級数

Σ
k=0


( )-1 k

( )2k+5 !
( )2k !

 = 
12345

1
-

34567
1

+- = 36
5

 - 24
 

である。０番目の級数がグレゴリー級数

Σ
k=0


( )-1 k

( )2k+1 !
( )2k !

 = 1
1

-
3
1

+
5
1

-
7
1

+- = 4


であったことを思い出せば、このような級数は４周期で発生していることが解かる。以下、このよう

な級数を求めて見る。

　先ず (1.n') より

4 n !


Σ
k=0

n /2
( )-1 k Ｃn n-2k - 

n!
1
Σ
r=1

n /2
(-1)r Ｃn n+1-2r  ( )1+n -( )2r

+ 
2n !
log 2

Σ
k=1

n /2
( )-1 k Ｃn n+1-2k = Σ

k=0


( )-1 k

( )2k+n +1!
( )2k !

特に n が４の倍数のとき Σ
k=1

n /2
( )-1 k Ｃn n+1-2k = 0  であるから
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4 n !


Σ
k=0

n /2
( )-1 k Ｃn n-2k - 

n!
1
Σ
r=1

n /2
(-1)r Ｃn n+1-2r  ( )1+n -( )2r

=Σ
k=0


( )-1 k

( )2k +n +1 !
( )2k !

n を 4n に置換すれば

4( )4n !


Σ
k=0

2n

( )-1 k Ｃ4n 4n-2k - ( )4n !
1

Σ
r=1

2n

(-1)r Ｃ4n 4n+1-2r  ( )1+4n -( )2r

=Σ
k=0


( )-1 k

( )2k+4n+1!
( )2k !

　これは高階グレゴリー級数とでも言うべきものである。 n =2,3 のときこれは次のようになる。

10080


 - 
325800

109
 = 

123456789
1

-
34567891011

1
+-

829870272000
87217

 - 
29937600


 = 

12  1213
1

-
34 1415

1
+-
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６・２　 cot-1x の項別高階積分

公式６・２・１

　 0< x1 なる x について次式が成立する。


0

x
 

0

x
cot-1x dxn = 2


n !
xn

 - Σ
k=0


( )-1 k

( )2k+n +1 !
( )2k !

x2k+ n+1

導出

cot-1x = 2


 -Σ
k=0


( )-1 k

2k+1
1

x2k+1 = 2


 -Σ
k=0


( )-1 k

( )2k+1 !
( )2k !

x2k+1

この両辺を 0 から x まで繰り返し積分して与式を得る。

　公式４・４・１（ ４・４ ）で示されたように、この直系高階積分は次のようであった。


0

x
 

0

x
cot-1x dxn = 

n!
xn

cot-1x - 
n!

tan -1x
Σ
k=1

n /2
( )-1 k Ｃn n-2k xn-2k

- 
2n !

log 1+x2

Σ
k=1

n /2
( )-1 k Ｃn n+1-2k xn+1-2k

+ 
n!
1
Σ
r=1

n /2
(-1)r Ｃn n+1-2r  ( )1+n -( )2r xn+1-2r

従って、上の項別高階積分は直系高階積分である。
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６・３　 sin-1x の項別高階積分

公式６・３・１

　| |x < 1  なる x について次式が成立する。


0

x
 

0

x
sin -1x dxn = Σ

k=0



( )2k+n+1 !
 ( )2k-1 !! 2

x2k+ n+1
傍系

導出

sin -1x = Σ
k=0



( )2k !! ( )2k+1
( )2k-1 !!

x2k+1 = Σ
k=0



( )2k !! ( )2k+1 !
( )2k-1 !!( )2k !

x2k+1

     = Σ
k=0



( )2k+1 !
 ( )2k-1 !! 2

x2k+1
  ( )2k ! = ( )2k !!( )2k-1 !!

この両辺を0から x まで繰り返し積分して与式を得る。

　公式４・４・２’（ ４・４ ）で示されたように、この傍系高階積分は次のようであった。


0

x


0

x
sin -1x dxn = Σ

r=0

n/2

( )2r !!2( )n-2r !
xn-2r

sin -1x

+ Σ
r=1

n/2
 Σ

s=0

n-2r+1

( )-1 s Ｃn-2r+1 s
( )s+2r-1 !!2
( )s-1 !!2

( )n-2r+1 !
xn-2r+1

1-x2

+ Σ
r=1

n/2

( )2r-1 !!2( )n-2r+1 !

xn-2r+1

従って上の項別高階積分は傍系高階積分である。

そして両者を突合することにより次の公式を得る。

公式６・３・１’

　| |x   1なる x について次式が成立する。

Σ
k=0



( )2k+n+1 !
 ( )2k-1 !! 2

x2k+ n+1 = Σ
r=0

n/2

( )2r !!2( )n-2r !
xn-2r

sin -1x

+ Σ
r=1

n/2
 Σ

s=0

n-2r+1

( )-1 s Ｃn-2r+1 s
( )s+2r-1 !!2
( )s-1 !!2

( )n-2r+1 !
xn-2r+1

1-x2

+ Σ
r=1

n/2

( )2r-1 !!2( )n-2r+1 !

xn-2r+1

　これに x=1を与えることにより次の特殊値を得る。

Σ
k=0



( )2k+2 !
 ( )2k-1 !! 2

 = 2


 - 1

Σ
k=0



( )2k+3 !
 ( )2k-1 !! 2

 = 8
3

 - 1
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Σ
k=0



( )2k+4 !
 ( )2k-1 !! 2

 = 24
5

 - 18
11



Σ
k=0



( )2k+n+1 !
 ( )2k-1 !! 2

 = ( )2n !!
Ｃ2n-1 n-1  - Σ

k=1

n/2

( )2k-1 !!2( )n-2k+1 !

1
(1.n')

２重階乗級数による円周率の計算

　(1.n') はこれを使って円周率を求めることが出来る。即ち、

 =  Σ
j=0



( )2j+n+1 !
( )2j-1 !!2

 + Σ
k=1

n/2

( )2k-1 !!2( )n-2k+1 !

1
Ｃ2n-1 n-1 

( )2n !!

計算式

　有効桁数を cn ,  c=0.851.00  とするとき

　 ( )cn =  ( )n+1 !
1

+ Σ
k=1

n/2

 ( )2k+n+1 !
( )2k-1 !!2

+
( )2k-1 !!2( )n-2k+1 !

1
Ｃ2n-1 n-1 

( )2n !!

　この式において有効桁数 cn を得る計算項数は約 n/2である。そして十分大きな n を採れば

c=1とすることができる。

　次の例は n=1,700, c=0.9として1530桁の有効数字を得ている。所要計算項数は 851
項であった。

例　 ( )1530
 n:=1700: DIGITS:=floor(0.9*n): MAXDEPTH:=1000:
 f := sum((2*k-1)!!^2/(2*k+n+1)!+1/((2*k-1)!!^2*(n-2*k+1)!)

                                         , k=1..ceil(n/2)):
 pi := (1/(n+1)!+f)*(2*n)!!/binomial(2*n-1,n-1):
 float(pi)
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６・４　 cos-1x の項別高階積分

公式６・４・１

　 | |x < 1  なる x について次式が成立する。


0

x


0

x
cos-1x dxn = 2


n !
xn

 - Σ
k=0



( )2k+n +1 !
 ( )2k-1 !! 2

x2k+ n+1
傍系

導出

cos-1x = 2


 -Σ
k=0



( )2k !! ( )2k+1
( )2k-1 !!

x2k+1 = 2


 -Σ
k=0



( )2k !! ( )2k+1 !
( )2k-1 !!( )2k !

x2k+1

     = 2


 -Σ
k=0



( )2k+1 !
 ( )2k-1 !! 2

x2k+1    ( )2k ! = ( )2k !!( )2k -1 !!

この両辺を 0 から x まで繰り返し積分して与式を得る。

　公式４・４・２’（ ４・４ ）で示されたように、この傍系高階積分は次のようであった。


0

x


0

x
cos-1x dxn = 

n !
xn

cos-1x - Σ
r=1

n/2

( )2r !!2( )n-2r !

xn-2r

sin -1x

- Σ
r=1

n /2

 Σ
s=0

n -2r+1

( )-1 s Ｃn -2r+1 s
( )s+2r-1 !!2

( )s-1 !!2

( )n-2r+1 !
xn-2r+1

1-x2

+ Σ
r=1

n /2

( )2r-1 !!2( )n -2r+1 !

xn-2r+1

従って上の項別高階積分は傍系高階積分である。
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６・５　 tanh-1x の項別高階積分

公式６・５・１

　 | |x < 1  なる x について次式が成立する。


0

x


0

x
tanh -1x dxn = Σ

k=0



( )2k+n +1 !
( )2k !

x2k+ n+1

導出

tanh -1x = Σ
k=0



2k+1
1

x2k+1 = Σ
k=0



( )2k+1 !
( )2k !

x2k+1

この両辺を 0 から x まで繰り返し積分して与式を得る。

　公式４・５・１（ ４・５ ）で示されたように、この直系高階積分は次のようであった。


0

x
 

0

x
tanh -1x dxn = 

n !
tanh -1x

Σ
k=0

n /2

Ｃn n-2k xn-2k

+ 
2n !

log 1-x2

Σ
k=1

n /2

Ｃn n+1-2k xn+1-2k

- 
n!
1
Σ
r=1

n /2

Ｃn n+1-2r  ( )1+n -( )2r xn+1-2r

　従って上の項別高階積分は直系高階積分である。

そして両者を突合することにより次の公式を得る。

公式６・５・１’

　 | |x   1 なる x について次式が成立する。

Σ
k=0



( )2k+n +1 !
( )2k !

x2k+ n+1 = 
n !

tanh -1x
Σ
k=0

n /2

Ｃn n-2k xn-2k

   + 
2n !

log 1-x2

Σ
k=1

n /2

Ｃn n+1-2k xn+1-2k

   - 
n!
1
Σ
r=1

n /2

Ｃn n+1-2r  ( )1+n -( )2r xn+1-2r

　そしてこれに x=1 を与えることにより次の特殊値を得る。

Σ
k=0



( )2k+2 !
( )2k !

 = 
12
1

+
34
1

+
56
1

+
78
1

+ = log2

Σ
k=0



( )2k+3 !
( )2k !

 = 
123

1
+

345
1

+
567

1
+

789
1

+ = log2 - 2
1

Σ
k=0



( )2k+4 !
( )2k !

 = 
1234

1
+

3456
1

+
5678

1
+ = 3

2
log 2 - 12

5


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Σ
k=0



( )2k+n +1 !
( )2k !

 = 
n!

2n-1

log 2 - 
n!
1
Σ
r=1

n /2

Ｃn n+1-2r  ( )1+n -( )2r

Note
　これらの級数については

Σ
k=0



( )2k+1 ( )2k+2 ( )2k+m

1
 = ( )m-1 !

1 
0

1

1- t2

( )1- t m-1

dt

なる公式が知られている( )岩波「数学公式Ⅱ」 が、これは Riemann-Liouville の積分を用いれば

公式６・５・１ から容易に導かれる。そしてまた、次式も容易に導かれる。


0

1

1- x2

( )1- x n

dx = 2n-1 log 2 - Σ
r=1

n /2

Ｃn n+1-2r  ( )1+n -( )2r
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６・６　 sinh-1x の項別高階積分

公式６・６・１

　 | |x < 1  なる x について次式が成立する。


0

x


0

x
sinh -1x dxn = Σ

k=0


( )-1 k

( )2k+n +1 !
 ( )2k-1 !! 2

x2k+ n+1
傍系

導出

sinh -1x =Σ
k=0


( )-1 k

( )2k !! ( )2k+1
( )2k-1 !!

x2k+1 =Σ
k=0


( )-1 k

( )2k !! ( )2k+1 !
( )2k-1 !!( )2k !

x2k+1

 = Σ
k=0


( )-1 k

( )2k+1 !
 ( )2k-1 !! 2

x2k+1
  ( )2k ! = ( )2k !!( )2k-1 !!

この両辺を 0 から x まで繰り返し積分して与式を得る。

　公式４・５・２’（ ４・５ ）で示されたように、この傍系高階積分は次のようであった。


0

x


0

x
sinh -1x dxn = Σ

r=0

n/2

( )2r !!2( )n -2r !

( )-1 r xn-2r

sinh -1x

+ Σ
r=1

n /2

 Σ
s=0

n -2r+1

( )-1 r+s Ｃn -2r+1 s
( )s+2r-1 !!2

( )s-1 !!2

( )n -2r+1 !
xn-2r+1

1+x2

+ Σ
r=1

n /2

( )2r-1 !!2( )n -2r+1 !

( )-1 r-1 xn-2r+1

従って上の項別高階積分は傍系高階積分である。

そして両者を突合することにより次の公式を得る。

公式６・６・１’

　 | |x   1 なる x について次式が成立する。

Σ
k=0


( )-1 k

( )2k+n +1 !
 ( )2k-1 !! 2

x2k+ n+1 = Σ
r=0

n/2

( )2r !!2( )n -2r !

( )-1 r xn-2r

sinh -1x

+ Σ
r=1

n /2

 Σ
s=0

n -2r+1

( )-1 r+s Ｃn -2r+1 s
( )s+2r-1 !!2

( )s-1 !!2

( )n -2r+1 !
xn-2r+1

1+x2

+ Σ
r=1

n /2

( )2r-1 !!2( )n -2r+1 !

( )-1 r-1 xn-2r+1

　これに x=1 を与えることにより次の特殊値を得る。

Σ
k=0


( )-1 k

( )2k+2 !
 ( )2k-1 !! 2

 = sinh -11  - 2  + 1

Σ
k=0


( )-1 k

( )2k+3 !
 ( )2k-1 !! 2

 = 4
1

sinh -11 - 4
3 2

 + 1
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Σ
k=0


( )-1 k

( )2k+4 !
 ( )2k-1 !! 2

 = - 12
1

sinh -11 - 36
7 2

 + 18
7



Σ
k=0


( )-1 k

( )2k+n +1 !
 ( )2k-1 !! 2

 = Σ
r=0

n/2

( )2r !!2( )n -2r !

( )-1 r 

sinh -11

+ Σ
r=1

n /2

 Σ
s=0

n -2r+1

( )-1 r+s Ｃn -2r+1 s
( )s+2r-1 !!2

( )s-1 !!2

( )n -2r+1 !
2

+ Σ
r=1

n /2

( )2r-1 !!2( )n -2r+1 !

( )-1 r-1 

- 11 -



６・７　 sech-1x の項別高階積分

公式６・７・１

　 0< x <1　なる x について次式が成立する。


0

x


0

x
sech -1x dxn = 

n !
xn

 log
x
2

+Σ
j=1

n

j
1

  -Σ
k=1



2k ( )2k+n !
 ( )2k-1 !! 2

x2k+n
傍系

導出

sech -1x = log
x
2

 -Σ
k=1



( )2k !! 2k
( )2k-1 !!

x2k = log
x
2

 -Σ
k=1



( )2k !! 2k ( )2k !
( )2k-1 !!( )2k !

x2k

 = log
x
2

 -Σ
k=1



2k ( )2k !
 ( )2k-1 !! 2

x2k
   ( )2k ! = ( )2k !!( )2k -1 !!

この両辺を 0 から x まで繰り返し積分して与式を得る。

　公式４・５・３’（ ４・５ ）で示されたように、この傍系高階積分は次のようであった。


0

x


0

x

sech -1x dxn = 
n !
xn

sech -1x + Σ
r=0

( )n -1 /2

( )2r !!( )2r+1 !
( )2r-1 !!

( )n-2r-1 !
xn-2r-1

sin -1x

 + Σ
r=1

n /2

 Σ
s=0

n -2r

( )-1 s

2r+s
Ｃn -2r s

( )s+2r-1 !!2

( )s-1 !!2

( )n -2r !
xn-2r

1-x2

 - Σ
r=1

n /2

2r( )2r-1 !!2 

1
( )n -2r !

xn-2r

従って上の項別高階積分は傍系高階積分である。

そして両者を突合することにより次の公式を得る。

公式６・７・１’

　 0< x1　なる x について次式が成立する。

Σ
k=1



2k ( )2k+n !
 ( )2k-1 !! 2

x2k+n = 
n!
xn

 log
x
2

+Σ
j=1

n

j
1

  + Σ
r=1

n /2

2r( )2r-1 !!2 

1
( )n-2r !

xn-2r

  - 
n!
xn

sech -1x - Σ
r=0

( )n -1 /2

( )2r !!( )2r+1 !
( )2r-1 !!

( )n -2r-1 !
xn-2r-1

sin -1x

  - Σ
r=1

n /2

 Σ
s=0

n -2r

( )-1 s

2r+s
Ｃn -2r s

( )s+2r-1 !!2

( )s-1 !!2

( )n -2r !
xn-2r

1-x2

　これに x=1 を与えることにより次の特殊値を得る。

Σ
k=1



2k ( )2k+1 !
 ( )2k-1 !! 2

 = 1!
1

( )log 2+1  - 2


Σ
k=1



2k ( )2k+2 !
 ( )2k-1 !! 2

 = 2!
1
 log2+

2
3

  + 2
1

 - 2

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Σ
k=1



2k ( )2k+3 !
 ( )2k-1 !! 2

 = 3!
1
 log2+

6
11

  + 2
1

 -  2

 2

1
+

12
1



Σ
k=1



2k ( )2k+n !
 ( )2k-1 !! 2

 = 
n !
1
 log2+Σ

j=1

n

j
1

  + Σ
r=1

n /2

2r( )2r-1 !!2 

1
( )n -2r !

1

  - 2


Σ
r=0

( )n -1 /2

( )2r !!( )2r+1 !
( )2r-1 !!

( )n-2r-1 !
1
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６・８　 csch-1x の項別高階積分

公式６・８・１

0< x <1　なる x について次式が成立する。


0

x


0

x
csch -1x dxn =

n !
xn

 log
x
2

+Σ
j=1

n

j
1

 -Σ
k=1


( )-1 k

2k ( )2k+n !
 ( )2k-1 !! 2

x2k+n
傍系

導出

csch -1x = log
x
2

 +Σ
k=1


( )-1 k-1

( )2k !! 2k
( )2k-1 !!

x2k

= log
x
2

 -Σ
k=1


( )-1 k

( )2k !! 2k ( )2k !
( )2k-1 !!( )2k !

x2k

= log
x
2

 -Σ
k=1


( )-1 k

2k ( )2k !
 ( )2k-1 !! 2

x2k     ( )2k !=( )2k !!( )2k -1 !!

この両辺を 0から x まで繰り返し積分して与式を得る。

　公式４・５・３’（ ４・５ ）で示されたように、この傍系高階積分は次のようであった。


0

x


0

x

csch -1x dxn = 
n !
xn

csch -1x + Σ
r=0

( )n -1 /2

( )2r !!( )2r+1 !
( )-1 r( )2r-1 !!

( )n -2r-1 !
xn-2r-1

sinh -1x

+ Σ
r=1

n /2

Σ
s=0

n -2r

( )-1 r+s

2r+s
Ｃn -2r s

( )s+2r-1 !!2

( )s-1 !!2

( )n -2r !
xn-2r

x2+1

- Σ
r=1

n /2

2r( )2r-1 !!2

( )-1 r

( )n-2r !
xn-2r

従って上の項別高階積分は傍系高階積分である。
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