
８　項別超積分
　本章では、超積分が初等関数で表せない関数について、これらを級数に展開した上項別に

超積分するものである。従って「７ 超積分」で扱った超越関数 ex, log x , sin x , cosx , sinh x ,

cosh x  は本章では扱わない。

８・１　三角関数、双曲線関数の項別超積分

　本節では「５ 項別高階積分( )三角関数、双曲線関数 」中の諸公式の積分演算子のインデックス

を [ ]1 , n  から [ ]0 , p  に解析接続して項別超積分を得る。

公式８・１・１

　ベルヌイ数とオイラー数をそれぞれ

B0 =1, B2=
6
1

, B4=-
30
1

,  B6=
42
1

,  B8=-
30
1

,  B10=
66
5

,

E0 =1, E2 =-1, E4 =5,      E6 =-61, E8 =1385,  E10=-50521, 

とし、( )x をガンマ関数とするとき、 0< x <
2

  なる x と非負数 p に対して次式が成立する。
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： 傍系超積分
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： 傍系超積分

導出

　「５ 項別高階積分( )三角関数、双曲線関数 」の

公式５・１・１ 
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公式５・２・１ 
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公式５・７・１ 
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secxdxn = Σ
k=0



( )2k+n !
 E2k

x2k+n
： 傍系

において m! をガンマ関数( )1+m に置換し、積分演算子のインデックスを [ ]1 , n  から

[ ]0 , p  に解析接続する。最後の式は次式を 0 から x まで超積分して得る。

sech x = Σ
k=0



( )2k !

E2k
x2k | |x <

2
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例

　次に公式８・１・１による項別超積分の計算例を示す。任意の１点が適当に選ばれ、 ｆｌ は公式

によるその点の関数値であり、ｆｒ は Riemann-Liouville integral によるその点の関数値である。

両者一致しており、上記項別超積分が正しいことを数値的に示している。また、図中において、

青は被積分関数、赤は項別超積分、緑は１階積分を示す。
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公式８・１・２

　ベルヌイ数とオイラー数をそれぞれ

B0 =1, B2=
6
1

, B4=-
30
1

,  B6=
42
1

,  B8=-
30
1

,  B10=
66
5

,  

E0 =1, E2 =-1, E4 =5,      E6 =-61, E8 =1385,  E10=-50521, 
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( )x をガンマ関数とするとき、非負数 p  と /2< x <     なる x  に対して次式が成立する。
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： 傍系超積分

導出

　「５ 項別高階積分( )三角関数、双曲線関数 」の

公式５・３・１’ 
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公式５・５・１’ 
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cscxdxn =Σ
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( )2k+n !
 E2k

 x-
2
 2k+n

： 傍系

において m! をガンマ関数( )1+m に置換し、積分演算子のインデックスを [ ]1 , n  から

[ ]0 , p  に解析接続する。

例

　次に公式８・１・２による項別超積分の計算例を示す。任意の１点が適当に選ばれ、 ｆｌ は公式

によるその点の関数値であり、ｆｒ は Riemann-Liouville integral によるその点の関数値である。

両者一致しており、上記項別超積分が正しいことを数値的に示している。また、図中において、

青は被積分関数、赤は項別超積分、緑は１階積分を示す。
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　 csch x と sech x については次なる直系項別超積分が成立する。

公式８・１・３

　 p0 , x>0  について次式が成立する。
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csch x dxp = ( )-1 p2Σ
k=0



( )2k+1 p

e- 2k +1 x
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sech x dxp = ( )-1 p2Σ
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( )-1 k
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e- 2k +1 x

導出

　「５ 項別高階積分( )三角関数、双曲線関数 」の

公式５・６・２ 
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x

csch x dxn = ( )-1 n2Σ
k=0



( )2k+1 n

e- 2k +1 x

公式５・８・２ 


x




x

sech x dxn = ( )-1 n2Σ
k=0


( )-1 k

( )2k+1 n

e- 2k +1 x

において積分演算子のインデックスを [ ]1 , n  から [ ]0 , p  に解析接続する。

例

　次に公式８・１・３による項別超積分の計算例を示す。任意の１点が適当に選ばれ、 ｆｌ は公式

によるその点の関数値であり、ｆｒ は Riemann-Liouville integral によるその点の関数値である。

- 5 -

http://sugaku.sakura.ne.jp/ja05.pdf


両者一致しており、上記項別超積分が正しいことを数値的に示している。
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８・２　逆三角関数の項別超積分

　本節では「６ 項別高階積分( )逆三角関数、逆双曲線関数 」の公式６・１・１～６・４・１の積分演算

子のインデックスを [ ]1 , n  から [ ]0 , p  に解析接続して項別超積分を得る。従って高階積分が傍

系であった場合その超積分も当然に傍系となる。

公式８・２・１

　( )x をガンマ関数とするとき、 0< x <1    なる x  と非負数 p に対して次式が成立する。
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sin -1xdxp = Σ
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 ： 傍系超積分
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0
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 -Σ
k=0



( )2k+p +2
 ( )2k-1 !! 2

x2k+p+1
： 傍系超積分

例

　次に公式８・２・１による項別超積分の計算例を示す。任意の１点が適当に選ばれ、 ｆｌ は公式

によるその点の関数値であり、ｆｒ は Riemann-Liouville integral によるその点の関数値である。

両者一致しており、上記項別超積分が正しいことを数値的に示している。また、図中において、

青は被積分関数、赤は項別超積分、緑は１階積分を示す。
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８・３　逆双曲線関数の項別超積分

　本節では「６ 項別高階積分( )逆三角関数、逆双曲線関数 」の公式６・５・１～６・８・１の積分演算

子のインデックスを [ ]1 , n  から [ ]0 , p  に解析接続して項別超積分を得る。従って高階積分が傍

系であった場合その超積分も当然に傍系となる。

公式８・３・１

　( )x をガンマ関数、( )x をディ・ガンマ関数、   をオイラーの定数とするとき、 0< x < 1  

なる x  と非負数 p に対して次式が成立する。
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例

　次に公式８・３・１による項別超積分の計算例を示す。任意の１点が適当に選ばれ、 ｆｌ は公式

によるその点の関数値であり、ｆｒ は Riemann-Liouville integral によるその点の関数値をである。

両者一致しており、上記項別超積分が正しいことを数値的に示している。また、図中において、

青は被積分関数、赤は項別超積分、緑は１階積分を示す。
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