
２７ リーマン・ゼータの超微分の零点

２７・１   '( )z の零点

２７・１・０   '( )z のローラン展開

　「 26 ゼータ関数等の高階微積分と超微積分 」 公式 ２６・１・２ｈ によれば、 r  をスチルチェス

定数とするとき、リーマン・ゼータ関数の１階導関数  ( )1 ( )z は １の周りで次のようにローラン展

開される

 ( )1 ( )z  = -
( )z-1 2

1
 + Σ

r=0


( )-1 r r ( )1+r-1

( )z-1 r-1

(1.0)

この式と図から明らかなように、  ( )1 ( )z は z=1 において２位の極を持つ。

２７・１・１   '( )z の非自明な零点

　" New zero-free regions for the derivatives of the Riemann Zeta Function  "  (T. Binder etc.) によれば、

 ( )1 ( )z の非自明な零点については、次のことが知られている。

(i) リーマン仮説は  ( )1 ( )x+iy の零点が 0< x <1/2  に存在しないことと同値である。

(ii)  ( )1 ( )x+iy の零点は x <2.93938  に存在する。

(iii) x 1/2  においては、  ( )1 ( )z の零点の個数は ( )z の零点の個数よりも少ない。

本節では、これらのことを念頭において、  ( )1 ( )z の零点を実際に求めて見る。

 ( )1 ( )z の零点においては、実数部 Re ( )1
 z と虚数部 Im ( )1

 z が共に０になら

ねばならない。つまり、次の連立方程式の零点を求めなければならない。


Re  ( )1 ( )x+iy  = 0

Im  ( )1 ( )x+iy  = 0

(1.1r)

(1.1i)

これを解くことは不可能であるので、ニュートン・ラフソン法の如き数値解法を用いる他ない。

数式処理ソフト Mathematica にはこのための関数 FindRoot [] が用意されているのでこれを
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用いる。ところがそのためには、零点のおおよその位置が分かっていなければならない。これを

知るには、(1.1r) , (1.1i) の等高線図を描いてその交点を見つけるのが良い。 Mathematica に

はこのための関数 ContourPlot[] が用意されているのでこれを用いる。この際、上記 (ii) により、

x は高々３まで取れば良い、

(1) 0  y  15

　この区間の等高線図を描くと次のようになる。 (1,0) において実数部と虚数部の交点らしきも

のが認められるが、これは零点ではなくて特異点（極）である。従って、この区間内に  ( )1 ( )z の

零点は存在しない。

 

(2) 15  y  25

　 (2.5 ,23) 付近に零点が認められる。数値計算すると右のようになる。これは  ( )1 ( )z の

最初の零点である。
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(3) 25  y  35

　 (1 ,32) 付近に零点が認められるが、(1.0) の級数によっては正確な描画が出来ず、上の

方はゴーストになっている。勿論、正確な数値計算もできない。そこで Mathematica の関数

Zeta'[] により数値計算したのが右である。

 

(4) 35  y  50

y  35 は (1.0) の右辺ではなく左辺（ Mathematica の関数 Zeta'[] ）により描画と数値計算

を行なう。すると等高線図は次のようになる。零点は３か所認められる。これらを数値計算で求め

ると右のとおり。

 

　以上 0  y  50  の区間に５個の零点が得られた。有効16桁で再計算すれば次のとおり。
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試みに最初の零点を Zeta'[z] に代入すると次のようになる。

 

　これらを ( )z の零点と共に複素平面上にプロットすると次のようになる。青は ( )z の零点で

赤は  ( )1 ( )z の零点である。後者の個数は前者から半減している。また、後者はいづれも前者

の右側 y 1/2  に存在する。

２７・１・２   '( )z の自明な零点

　  ( )1 ( )z の自明な零点について筆者は知見が無い。そこで先ずこの２D図と等高線図を描い

て見ると、それぞれ次のようになる。
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これらの図を観察すると、  ( )1 ( )z の自明な零点は x 軸の負領域に分布していることが分かる。

最初のいくつかを有効16桁で計算すれば次のようになる。

　これらを観察すると、次のことが分かる。

（１） -2 の近くには零点が存在しない。

（２） -4n    n =1,2,3, の近くには零点が存在しない。

（３） - 4n -1     n =1,2,3, の近くには零点が存在する。

（４） 実数部の等高線の数は虚数部の等高線の数と同数である。
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２７・２   ( )1/2
 z の零点

２７・２・０ ( )z の超微分のローラン展開

　「 26 ゼータ関数等の高階微積分と超微積分 」 公式 ２６・１・２s によれば、 p を正数、 ( )p
をガンマ関数、( )p をディ・ガンマ関数、そして r  をスチルチェス定数とするとき、リーマン・

ゼータ関数の p 階導関数  p ( )z は １の周りで次のようにローラン展開される。

 p ( )z =  -p

log z -1 - -p -0
 z -1 -p-1 + Σ

r=0


( )-1 r r  1+r -p

 z -1 r-p

(2.0)

但し p =0,1,2,のとき、
 -p

 -p
 = ( )-1 1+p p!

p=1/2  についてこれを図示すると次のようになる。この式と図から明らかなように、  p ( )z
は z=1 において 1+p 位の極を持つ。

　(2.0) を用いれば任意の p >0 について超微分が可能であるが、本章では  ( )0( )z と ( )1( )z
の間の超微分を取り扱う。そしてこの区間の超導関数の零点を俯瞰するには、ど真ん中である

 ( )1/2 ( )z の零点を観察するのが良さそうである。

　用いる関数は (2.0) から次のようになる。

 ( )1/2 ( )z =
 -1/2

log z -1 - -1/2 -0
 z -1 -3/2 +Σ

r=0


( )-1 rr  r +1/2

 z -1 r-1/2

(2.1)

２７・２・１  ( )1/2( )z の非自明な零点

　零点を見つける方法は 前節のやり方 を踏襲するが、 z の実数部 x の区間は少し広く取る。

(1) 0  y  15
　この区間の等高線図を描くと次のようになる。実数部と虚数部の交点（零点）は２カ所に認めら

れる。数値計算するとそれぞれ右のようになる。一番下の交点は零点ではなくて特異点である。
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(2) 15  y  25
　この区間にも２個の零点が認められる。数値計算するとそれぞれ右のようになる。但し、最初の

零点は推定値である。

 

(3) 25  y  35
　等高線図は次のようになる。ほとんどゴーストで、交点の所在は不明である。この図は、上記

(2.1) の式と筆者のパソコン＆ソフトによってはこれ以上の区間の零点を得ることが不可能なこと
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を示している。

 

　以上 0  y  25  の間に４個の零点が得られた。最初の３個を有効16桁で再計算すれば

次のとおり。

　

試みに最初の零点を (2.1) に代入すると次のようになる。

 

２７・２・２  ( )1/2( )z の自明な零点

　 -24  x  12  及び -12  x  0 における等高線図を描くとそれぞれ次のようになる。

左が前者で右が後者である。青線は実数部で橙線は虚数部である。

 

- 8 -



　これらの零点を有効16桁で計算すれば次のとおり。

　これらを観察すると、次のことが分かる。

（１） x = -2 の近くには零点が存在しない。

（２） x = -4n    n =1,2,3, の近くには零点が存在しない。

（３） x = - 4n +2     n =1,2,3, の近くには零点が存在する。

（４） 実数部の等高線の数は虚数部の等高線の数の半分である。
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２７・３ 超微分に伴う非自明な零点の遷移

　本節では、公式 (2.0) を用いて超微分に伴う( )z の非自明な零点の遷移を調べる・

２７・３・１  ( )0 ( )z  ( )1 ( )z の非自明な零点 （ 0   y   2  ）

　ここでは 0 y  2  における ( )2/10
 z   ( )7/10

 z の非自明な零点の変遷を調べる。

x の区間は 0 x  2 とする。これらの等高線図を描いて零点（赤点）を求めると次のようになる。

 

( )p
 z の零点は p=3/10 辺りから現れ、 p=4/10 , 5/10 ,6/10 では右に移動して行き、

p =7/10 では消滅している。これは非整数階においてのみ現れる超微分に固有の零点である。

２７・３・２  ( )0 ( )z  ( )1 ( )z の零点 （ 8   y   16  ）

　次は 8 y  16 における ( )0
 z   ( )1

 z の非自明な零点の変遷を調べる。 x の区間は

0 x  7  とする。これらの等高線と零点を纏めて１図に示すと次のようになる。
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　青線は実数部で橙線は虚数部である。赤点はこれらの交点、即ち零点である。

左端の赤点は ( )z の最初の零点 1/2+ i 14.1347である。この零点は p =1/109/10

では右に移動して行くが、 p<1 である限り存在する。そしてこの零点は p =1 となった瞬間に突

然消滅する。何故ならば、このときに実数部と虚数部は平行線になって交わらないからである。

ちなみに、 ( )0.99999
 z  の零点は z=20.59398 + i 9.68836である。

以上のアニメーションは、ここをクリック Anim2732.gif

２７・３・３  ( )0 ( )z  ( )1 ( )z の非自明な零点 （ 18   y   22.5  ）

次は 18 y  22.5  における ( )0
 z   ( )1

 z の非自明な零点の変遷を調べる。 x の

区間は 0 x  7.5  とする。これらの等高線と零点を纏めて１図に示すと次のようになる。

　青線は実数部で橙線は虚数部である。赤点はこれらの交点、即ち零点である。

左端の赤点は ( )z の２番目の零点 1/2+ i 21.0220である。この零点は p=1/109/10

では右に移動して行くが、 p<1 である限り存在する。そしてこの零点は p =1 となった瞬間に突

然消滅する。何故ならば、このときに実数部と虚数部は平行線になって交わらないからである。

ちなみに、 ( )0.999
 z  の零点はおよそ z=13.984+ i 19.522 である。

２７・３・４  ( )0 ( )z  ( )1 ( )z の非自明な零点 （ 22.5   y   26  ）

最後は 22.5 y  26  における ( )0
 z   ( )1

 z の非自明な零点の変遷を調べる。

x の区間は 0 x  3  とする。これらの等高線と零点を纏めて１図に示すと次頁のようになる。

　青線は実数部で橙線は虚数部である。赤点はこれらの交点、即ち零点である。
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左端の赤点は ( )z の３番目の零点 1/2+ i 25.0108である。この零点は p=1/109/10

では右に移動して行き、終に  ( )1 ( )z の零点 2.4631+ i 23.2983に至る。

以上のアニメーションは、ここをクリック Anim2734.gif

まとめ

0  y  26  の区間について  p ( )z   p = 01  の非自明な零点の遷移を調べたところ、

次の結果を得た。

（１） 非整数階導関数（ 0< p < 1 ）に固有の非自明な零点が存在する。

（２） ( )z の最初の２つの零点1/2+ i 14.1347及び1/2+ i 21.0220は p の増加に伴っ

て右下に移動し、  ( )1( )z に至って突然消滅する。　このことは  ( )1( )z の零点の個数が

( )z の零点の個数よりも少ないこと（ ２７・１・１ (iii) ）に符合する。

（３） ( )z の３番目の零点1/2+ i 25.0108は p の増加に伴って右下に移動し、 ( )1( )z の

最初の零点 2.4631+ i 23.2983 となる。　このことは  ( )1( )z の零点が 0< x <1/2
に存在しないと言う主張（ ２７・１・１ (i) ）を支援する。

（４） (2.0) の式と筆者のパソコン＆ソフトによっては、 y  26  での零点を得ることは不可能で

ある。より収束の速い公式か、より高速のパソコンか、専用のプログラムか、その全てかが必

要である。

- 12 -

http://sugaku.sakura.ne.jp/Anim2734.gif


２７・４ 超微分に伴う自明な零点の遷移

　本節では、公式 (2.0) を用いて超微分に伴う( )z の自明な零点の遷移を調べる・

２７・４・１ 自明な零点 z = -2 の ( )0 ( )z  ( )1 ( )z における遷移

　ここでは( )z の自明な零点 z=-2 の ( )0
 z   ( )1

 z における変遷を調べる。 x の区間

は -3 x  4.2 とする。９枚の等高線図で零点をトレースすると次のようになる。青線は実数部

の等高線、橙線は虚数部の等高線、そして赤点が零点である。

 

 

 

　 ( )z の零点 -2 は p の増加に伴って複素平面上に弾道軌道を描いて 1.77付近に落下する。

00.67 はその状況を示す。0.68 においてこの零点は x 軸上で２つの零点に分離する。0.78
において２つの零点はそれぞれ左右に移動する。0.82 において左側の零点は特異点 1 に飲

み込まれて消滅する。 1 において右側の零点は消滅する。同時に ( )1( )z の零点 -2.71726
が左側に出現する。これは x=1 からの転生のように見える。なお、0.670597   p < 1 で半直

線 x>1 , y =0 上に存在する零点は非整数階導関数に固有の自明な零点である。

以上のアニメーションは、ここをクリック Anim2741.gif
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２７・４・２ 自明な零点 z = -4 , -6 の  ( )0 ( )z  ( )1 ( )z における変遷

　ここでは( )z の自明な零点 z=-4 , -6 の ( )0
 z   ( )1

 z における変遷を調べる。

x の区間は -7.5 x  -3 とする。９枚の等高線図で零点をトレースすると次のようになる。

青線は実数部の等高線、橙線は虚数部の等高線、そして赤点が零点である。

 

 

 

　 0  では ( )z の２個の零点 -4, -6 が存在する。 p が増加した瞬間に零点 -4 は消滅し、

零点 -6 はロフテッド軌道を描いて ( )1( )z の零点 -4.93676に落下する。そして同時に

 ( )1( )z の別の零点 -7.07459が左側に出現する。これは -6 からの転生のように見える。

以上のアニメーションは、ここをクリック Anim2742.gif

２７・４・３ 自明な零点 z = -8 , -10 の ( )0 ( )z  ( )1 ( )z における変遷

　ここでは( )z の自明な零点 z=-8 , -10 の ( )0
 z   ( )1

 z における変遷を調べる。
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x の区間は -11.5 x  -7.5 とする。９枚の等高線図で零点をトレースすると次のように

なる。青線は実数部の等高線、橙線は虚数部の等高線、そして赤点が零点である。

 

 

 

　 0 では ( )z の２個の零点 -8, -10 が存在する。 p が増加した瞬間に零点 -8 は消滅し、

零点 -10 はロフテッド軌道を描いて ( )1( )z の零点 -9.17049に落下する。そして同時に

 ( )1( )z の別の零点 -11.24121が左側に出現する。これは -10 からの転生のように見える。

まとめ

　( )z の自明な零点 z = -2 , -4   ,-10  の  p ( )z   p = 01  に伴う遷移を調べたところ、

次の結論を得た。

（１） 非整数階導関数（ 0.670597   p < 1 ）に固有の自明な零点が存在する。それは１よりも

　　　大きい実数である。

（２） ( )z の零点 -2 の半分は特異点 1 から ( )1( )z の零点 -2.71726に転生し、

　　　他の半分は p = 1 の瞬間に消滅する。上記 (1) はこの過程で生じる。
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（３） ( )z の零点 -6 は  ( )1( )z の零点 -4.93676に移動し、同時に ( )1( )z の他の零点

　　　 -7.07459に転生する。 ( )z の零点 -4 は p > 0 の瞬間に消滅する。

（４）  ( )z の零点 -10 は  ( )1( )z の零点 -9.17049に移動し、同時に ( )1( )z の他の零点

　　　 -11.24121に転生する。 ( )z の零点 -8 は p > 0 の瞬間に消滅する。
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