
５　複素数ゼータの公式
　「 ２ 自然数ゼータの公式 」は容易に複素数化できる。

５・１ coth x 系ゼータの公式

公式５・１・１

B0=1,  B2=1/6,  B4=-1/30,  B6=1/42,   をベルヌイ数とし、 p を

p1,0,-1,-2,  なる複素数とし、( )p,x =
x


tp-1e-tdt  を不完全ガンマ関数と

するとき、複素数 x =u +vi   s.t.  0< | |x  2  , u0  について次式が成立する。
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証明

　「２ 自然数ゼータの公式」 の公式２・１・１ で次の自然数ゼータが得られた。
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一方、指数和と不完全ガンマ関数について次の関係式が知られている。
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よってこれを上式に代入すれば
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そして自然数 n を複素数 p に拡張し階乗をガンマ関数に置換すれば
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例　 ( )1/2+14.13472514173469379045725198 i 

x=1+i としてこの計算を行った。級数を55項まで計算したところ、有効数字23桁が得られた。
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　同様にして、公式２・１・１’ （ ２・１ ） から次の公式を得る。

公式５・１・１’

　 B0=1,  B2=1/6,  B4=-1/30,  B6=1/42,   をベルヌイ数とし、 p を

p1,0,-1,-2,  なる複素数とし、( )p,x =
x


tp-1e-tdt  を不完全ガンマ関数と

するとき、複素数 x =u +vi   s.t.  0< | |x  2  , u0  について次式が成立する。
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特に x=1 のとき

( )p  = 
2( )p-1 ( )p +1

p 2+1
 + Σ

r=1



( )p-1 rp

( )p-1, r
 -Σ

r=1



 
1-p

2r 2r( )p +2r

B2r

例　 ( )1/2-14.13472514173469379045725198 i 

　 x=1-i としてこの計算を行った。級数を51項まで計算したところ、有効数字22桁が得られた。
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５・２　 tanh x 系ゼータの公式

公式５・２・１

　 B0=1,  B2=1/6,  B4=-1/30,  B6=1/42,   をベルヌイ数とし、 p を

p1,0,-1,-2,  なる複素数とし、( )p,x =
x


tp-1e-tdt  を不完全ガンマ関数と

するとき、複素数 x =u +vi   s.t.  0< | |x    , u0  について次式が成立する。
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特に x=1 のとき
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証明

　公式２・２・１ （ ２・２ ）で次の自然数ゼータが得られた。
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これに
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を代入すれば
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そして自然数 n を実数 p に拡張し階乗をガンマ関数に置換して与式を得る。

例 ζ（0.7）

　 x=1/2+i としてこの計算を行った。級数を３７項まで計算したところ、有効数字１０桁が得ら

れた。
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５・３　 csch x 系ゼータの公式

公式５・３・１

　 B0=1,  B2=1/6,  B4=-1/30,  B6=1/42,   をベルヌイ数とし、 p を

p1,0,-1,-2,  なる複素数とし、( )p,x =
x


tp-1e-tdt  を不完全ガンマ関数と

するとき、複素数 x =u +vi   s.t.  0< | |x    , u0  について次式が成立する。
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特に x=1 のとき
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証明

　公式２・３・１ （ ２・３ ）で次の自然数ゼータが得られた。

( )n  = 
2n-1

2n

 2( )n-1 !( )n -1
xn-1

+Σ
r=1



Σ
s=0

n -1

s!
 x( )2r-1 s

( )2r-1 n

e-x( )2r-1

　　 +
2
1
Σ
r=1



 
-n

2r-1 2r( )n -1+2r !

 22r-2 B2r x
n-1+2r

一方、
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これを上式に代入すると
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そして自然数 n を実数 p に拡張し階乗をガンマ関数に置換して与式を得る。

　同様にして、公式２・３・１’ （ ２・３ ） から次の公式を得る。
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公式５・３・１’

　 B0=1,  B2=1/6,  B4=-1/30,  B6=1/42,   をベルヌイ数とし、 p を

p1,0,-1,-2,  なる複素数とし、( )p,x =
x


tp-1e-tdt  を不完全ガンマ関数と

するとき、複素数 x =u +vi   s.t.  0< | |x    , u0  について次式が成立する。
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特に x=1,2 のとき
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例  (i )

　 x=2 の公式に従いこの計算を行った。級数を１８項まで計算したところ、有効数字１０桁が得ら

れた。
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