
10 完備化されたリーマン・ゼータの零点と係数
　前章では、完備化されたリーマン・ゼータのマクローリン級数が得られた。その級数を０と置けば

それは無限次方程式となる。第８章で見たように、完備化されたリーマン・ゼータはその根（零点）

で完全に因数分解される。よって、ヴィエタの公式により、零点（根）と係数の関係式が得られる。

１０・１ ξ(z) の零点と係数

１０・１・１ ξ(z) のマクローリン級数の係数

完備化されたリーマン・ゼータ ( )z のマクローリン級数は 前章 の定理 ９・１・３で与えられた。

これを少し形を変えて再掲すると次のようになる。

定理 １０・１・１

完備化されたリーマン・ゼータ関数 ( )z とそのマクローリン級数が次のようであるとする。

( )z  = -z( )1-z 
-

2
z

 2
z ( )z  = Σ

r=0



Ar z
r (1.0)

すると、これらの係数 Ar   r=0,1,2,3,  は次で与えられる。

r = Σ
s=0

r

Σ
t=0

s

2r-s  r -s !

log r-s
2s-t  s -t !

( )-1 s-t gs-t ( )3/2
ht (1.a)

但し、 r( )z はポリガンマ関数、 Br,k f1 , f2 , は Bell 多項式、  s はスチルチェス定数であり、

gr 2
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 = 
1 r = 0

Σ
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r
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3

, 1 2
3
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3

r = 1,2,3,

hr  = 
1 r = 0

-
 r -1 !

r-1
r = 1,2,3,

　最初の4つを書き下すと次のようになる。
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　数式処理ソフト Mathematica により、 A1 A4  を計算するとそれぞれ次のとおり。

 

１０・１・２ ( )z の零点と係数の関係

定理 １０・１・２

　完備化されたリーマン・ゼータ関数 ( )z とそのマクローリン級数が次のようであるとする。

( )z  = -z( )1-z 
-

2

z

 2
z ( )z  = Σ

r=0



Br z
r (1.0)

すると、

(1) ( )z の非自明な零点 zk = xk  i yk  , yk  0  k =1,2,3,  に対して次式が成立する。

B1 = -Σ
r1=1



xr1

2+ yr1

2

2xr1

B2 =  Σ
r1=1



Σ
 r2=r1+1



 xr1

2 + yr1

2  xr2

2 + yr2

2

22 xr1
xr2

 + Σ
r1=1



xr1

2 + yr1

2

20

B3 = -Σ
r1=1



Σ
 r2=r1+1



Σ
 r3=r2+1



 xr1

2 + yr1

2  xr2

2 + yr2

2  xr3

2 + yr3

2

23 xr1
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xr3 -Σ
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Σ
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2
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+ xr2

B4 =  Σ
r1=1



Σ
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Σ
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Σ
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Σ
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Σ
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B2n-1 = -Σ
r1=1



Σ
 r2=r1+1


 Σ

 r2n-1=r2n-2+1



 xr1
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Σ
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2
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r1=1



Σ
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 Σ
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(2) An  を 定理 １０・１・１ の係数とするとき、 Bn = An    n =1,2,3,  である。

証明

(1) 「 ８ 完備化されたリーマン・ゼータの因数分解 」 定理 ８・３・１ によれば、リーマン・ゼータ

( )z の非自明零点を zk = xk  iyk  ,  yk  0   k =1,2,3,  とするとき、完備化された

リーマン・ゼータ (1.0) は次のように因数分解される。

( )z  = Π
n =1



 1-
xn

2+ yn
2

2xn z
+

xn
2 + yn

2

z2

　他方、無限次方程式偏 「 ３ 無限次方程式における根と係数 」 公式 ３・５・１ によれば、このよう

な無限乗積 ( )z は次のようにマクローリン展開される。

( )z  = 1+B1z1 +B2z2 +B3z3 +B4z4 +

但し、

B1 = -Σ
r1=1



xr1
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2

2xr1

B2 =  Σ
r1=1



Σ
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2  xr2
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2

22 xr1
xr2

 + Σ
r1=1



xr1
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2

20

B3 = -Σ
r1=1



Σ
 r2=r1+1



Σ
 r3=r2+1



 xr1

2 + yr1

2  xr2

2 + yr2
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2
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Σ
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B4 =  Σ
r1=1
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 r2=r1+1
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Σ
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xr3 

+ xr2
xr3

  + Σ
r1=1



Σ
 r2=r1+1



 xr1

2 + yr1

2  xr2

2+ yr2

2

20

　　 

(2) ベキ級数の一意性により、 Bn = An    n =1,2,3,  とならねばならない。
Q.E.D.

１０・１・３ リーマン仮説と同値な命題１

　もしリーマン仮説が真ならば、次の命題が成立しなければならない。

命題 １０・１・３

　リーマン・ゼータ関数 ( )z の非自明な零点を zk = 1/2 iyk  ,  yk  0   k =1,2,3,  と

するとき、次式が成り立つ。

Σ
r=1



1/4+ yr
2

1
 = -A1 = 0.0230957089 (1.31)

Σ
r=1



Σ
 s=r+1



 1/4+yr
2  1/4+ys

2

1
 = A2 + A1 = 0.0002481555 (1.32)

Σ
r=1



Σ
 s=r+1



Σ
  t=s+1



 1/4+yr
2  1/4+ys

2  1/4+yt
2

1
 = -A3 - 2 A2 + A1

= 0.0000016727 (1.33)

Σ
r=1



Σ
 s=r+1



Σ
 t=s+1



Σ
 u=t+1



 1/4+ yr
2  1/4+ ys

2  1/4+ yt
2  1/4+ yu

2

1

= A4 +3A3 + 5 A2 + A1  = 8.02107342810-9 (1.34)

但し、 r( )z はポリガンマ関数、 Br,k f1 , f2 , は Bell 多項式、  s はスチルチェス定数であり、

r = Σ
s=0

r

Σ
t=0

s

2r-s  r -s !

log r-s
2s-t  s -t !

( )-1 s-t gs-t ( )3/2
ht

gr 2
3

 = 
1 r = 0

Σ
k=1

r

Br,k 0 2
3

, 1 2
3

, ,r-1 2
3

r = 1,2,3,

hr  = 
1 r = 0

-
 r -1 !

r-1
r = 1,2,3,
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同値性の証明

　リーマン予想が成立するならば、 ( )z の非自明零点 zk = xk  iyk  の実数部は xk = 1/2

 k =1,2,3, である。これを定理 １０・１・２ の B1 B4  に代入すれば、

B1 = -Σ
r=1



1/4+ yr
2

1

B2 =  Σ
r=1



Σ
 s=r+1



 1/4+yr
2  1/4+ys

2

1
 + Σ

r=1



1/4+ yr
2

1

B3 = -Σ
r=1



Σ
 s=r+1



Σ
  t=s+1



 1/4+yr
2  1/4+ys

2  1/4+yt
2

1
 -Σ

r=1



Σ
 s=r+1



 1/4+yr
2  1/4+ys

2

2

B4 =  Σ
r=1



Σ
 s=r+1



Σ
 t=s+1



Σ
 u=t+1



 1/4+ yr
2  1/4+ ys

2  1/4+ yt
2  1/4+ yu

2

1

  + Σ
r=1



Σ
 s=r+1



Σ
  t=s+1



 1/4+yr
2  1/4+ys

2  1/4+yt
2

3

  + Σ
r=1



Σ
 s=r+1



 1/4+yr
2  1/4+ys

2

1

定理 １０・１・２ (2) により Bn = An    n=1,2,3,  であるから、 B1 B4  を A1 A4  に置換して、

上から下に順次代入すれば、

A1 = -Σ
r=1



1/4+ yr
2

1

A2 =  Σ
r=1



Σ
 s=r+1



 1/4+yr
2  1/4+ys

2

1
 - A1

A3 = -Σ
r=1



Σ
 s=r+1



Σ
  t=s+1



 1/4+yr
2  1/4+ys

2  1/4+yt
2

1
 -  2 A2 + A1

A4 =  Σ
r=1



Σ
 s=r+1



Σ
  t=s+1



Σ
 u=t+1



 1/4+yr
2  1/4+ys

2  1/4+yt
2  1/4+yu

2

1

  -3A3 - 5 A2 + A1

これらより、(1.32) (1.34) を得る。「 ８ 完備化されたリーマン・ゼータの因数分解 」 定理 ８・２・４

により (1.31) はリーマン仮説と同値である。(1.32) (1.34) は何らかの形で (1.31) を含むから、

これらもそれぞれリーマン仮説と同値でなければならない。
Q.E.D.

直接計算

　(1.31) は ８・２ で既に計算されているので此処では計算しない。

(1.32) , (1.33) の両辺を数式処理ソフト Mathematica により計算すると次のとおり。

f2  は各3,000項計算して小数第５位まで一致、 f3  は各300項計算して小数第６位まで一致して

いる。
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間接計算

　直接計算はかくも収束が遅い。そこで次の公式を用いて　(1.32) (1.34) を間接的に計算する。

（ 無限次方程式編 「 １ 無限級数の累乗 」 公式 １・３・１ 参照。）　

 Σ
r=0



ar

2

 = Σ
r=0



ar 
2 +2Σ

r=0



Σ
s=r+1



ar as (3.2)

 Σ
r=0



ar

3

 = Σ
r=0



ar 
3 +3Σ

r=0



ar Σ
r=0



Σ
s=r+1



ar as-3Σ
r=0



Σ
s=r+1



Σ
t=s+1



ar as at (3.3)

 Σ
r=0



ar

4

 = 2Σ
r=0



ar 
4 - Σ

r=0



ar
2

2 

+4 Σ
r=0



ar 

2

Σ
r=0



Σ
s=r+1



ar as

- 8Σ
r=0



ar Σ
r=0



Σ
s=r+1



Σ
t=s+1



ar as at +8Σ
r=0



Σ
s=r+1



Σ
t=s+1



Σ
u =t+1



ar as at au (3.4)

(1.32) に (3.2) を適用すれば、

Σ
r=1



Σ
 s=r+1



 1/4+yr
2  1/4+ys

2

1
 = 

2
1

  Σ
r=1



1/4+ yr
2

1 2

 - Σ
r=1



 1/4+ yr
2

1 2

右辺に (1.31) を代入すれば

Σ
r=1



Σ
 s=r+1



 1/4+yr
2  1/4+ys

2

1
 = -

2
1
Σ
r=1



 1/4+ yr
2

1 2

 + 
2

A1
2

    (1.32')

(1.33) に (3.3) を適用すれば、

Σ
r=1



Σ
 s=r+1



Σ
  t=s+1



 1/4+yr
2  1/4+ys

2  1/4+yt
2

1
 = 

3
1
Σ
r=1



 1/4+ yr
2

1 3

+ Σ
r=1



1/4+ yr
2

1
Σ

r=1



Σ
 s=r+1



 1/4+yr
2  1/4+ys

2

1
 - 

3
1

 Σ
r=1



1/4+ yr
2

1 3

右辺に (1.31) , (1.32) を代入すれば
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Σ
r=1



Σ
 s=r+1



Σ
  t=s+1



 1/4+yr
2  1/4+ys

2  1/4+yt
2

1
 = 

3
1
Σ
r=1



 1/4+ yr
2

1 3

+
3

A1
3

-A1 A2+A1

    (1.33')

(1.34) に (3.4) を適用すれば、

Σ
r=1



Σ
s=r+1



Σ
t=s+1



Σ
u =t+1



 1/4+ yr
2  1/4+ ys

2  1/4+ yt
2  1/4+ yu

2

1

= 
8
1

 Σ
r=1



1/4+ yr
2

1 4

 - 
4
1
Σ
r=1



 1/4+ yr
2

1 4

 +
8
1  Σ

r=1



 1/4+ yr
2

1 2 2

-
2
1

 Σ
r=1



1/4+ yr
2

1 2

 Σ
r=1



Σ
s=r+1



 1/4+ yr
2  1/4+ ys

2

1

+  Σ
r=1



1/4+ yr
2

1

 Σ
r=1



Σ
s=r+1



Σ
t=s+1



 1/4+ yr
2  1/4+ ys

2  1/4+ yt
2

1

(1.31) (1.33) を右辺に代入すれば

Σ
r=1



Σ
s=r+1



Σ
t=s+1



Σ
u =t+1



 1/4+ yr
2  1/4+ ys

2  1/4+ yt
2  1/4+ yu

2

1

=  - 
4
1
Σ
r=1



 1/4+ yr
2

1 4

 +
8
1  Σ

r=1



 1/4+ yr
2

1 2 2

+ 
8

A1
4 

- 2
1

A1 - 2 A1 A1 + A2  + A1 A3

となるが、更に、

Σ
r=0



 1/4+ yr
2

1

 

2

 =  Σ
r=1



1/4+ yr
2

1

 

2 

- 2Σ
r=1



Σ
 s=r+1



 1/4+yr
2  1/4+ys

2

1

   = A1
2 - 2 A2 + A1

を用いれば

Σ
r=1



Σ
s=r+1



Σ
t=s+1



Σ
u =t+1



 1/4+ yr
2  1/4+ ys

2  1/4+ yt
2  1/4+ yu

2

1

=  -
4
1
Σ
r=1



 1/4+ yr
2

1 4 

+ 
4

A1
4

- A1
3 + A1

2  2
5

 - A2

+ 
2

A2
2

+ A1 3A2 + A3 (1.34')

　(1.32')  (1.34') により (1.32)  (1.34) の左辺を計算すると次のとおり。

f2  は 500項計算して小数第９位まで一致、 f3  は30項計算して小数第11位まで一致、 f4  は20項

計算して小数第14位まで一致している。これらの収束速度は上記の直接計算よりもはるかに速い。
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　上記の間接計算は次のようにも記述できる。

命題 １０・１・３’

　 zk =1/2  i yk  ,  yk  0   k =1,2,3,  は リーマン・ゼータ ( )z の非自明な零点で

Ar   r=1,2,3,  は定理 １０・１・１ で得られる定数とするとき、次式が成立する。

Σ
r=1



1/4+ yr
2

1
   = -A1 = 0.0230957089

Σ
r=1



 1/4+ yr
2

1 2

 = A1
2 - 2 A1 + A2  = 0.00003710063

Σ
r=1



 1/4+ yr
2

1 3

 =  -A1
3 + 3 A1-2  A1+A2  -3A3 = 0.00000014367786

Σ
r=1



 1/4+ yr
2

1 4

 = A1
4 - 4A1

3 + 4A1
2  2

5
- A2 + 4A1 3A2 + A3 -5

  + 2A2
2 - 20A2 - 12A3 -4A4 = 6.5982791510-10

cf.
　無限次方程式偏 「 ４ リーマン仮説と同値な級数の和 」 命題 ４・４・１ は次のようであった。

Σ
r =1



1/4+ yr
2

1
  =  0 - 2

1
log + 

2
1
0 2

3

Σ
r=1



 1/4+ yr
2

1 2

 =  0
2 + 20 +21 - log + 0 2

3
-

4
1
1 2

3
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Σ
r=1



 1/4+ yr
2

1 3

 =  0
3 +30

2 +60 +61 +301 + 
2
3
2 -3log

 + 30 2
3

-
4
3
1 2

3
+

16
1

2 2
3

これらは A1  A3  を展開したものである。

数値計算

　数式処理ソフト Mathematica により 命題 １０・１・３’の両辺と左辺の右辺に対する比を計算する。

臨界線上の零点 yr は 1 次から 3 次までは 30,000 個、 4 次は 600,000 個取る。すると、それ

ぞれ次のようになる。
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リーマン仮説が成立しない確率

上の計算結果を見ると、冪が大きくなるほど近似度が上がっていることが分る。

特に 4 次の場合、臨界線上の最初の 60 万個の零点の絶対値の逆数の 8 乗の合計が理論値の

0.999999999999999999999999999999  30N  を占めている。即ち、リーマン仮説が成立

する確率は少なくとも 0.999999999999999999999999999999  30N である。

　他方、リーマン仮説が成立しない確率はその余事象に含まれる。従って、リーマン仮説が成立

しない確率は 10-30 未満 である。

参考までに、筆者のパソコン ( Intel Core i7-9750H , 16GB ) では、上記の 4 次 60 万個の計算

に 28 時間を要した。ラップトップパソコンと 4 次式ではこの辺が限界と思われる。

より高精度の確率計算

スーパー・コンピューターを用い、定理 １０・１・１ と 定理 １０・１・２ に従って An , Bn  を計算し、

An/Bn  または 1-An/Bn を求める。この方法ならば 次数 n も精度もスパコンに応じて大きく取る

ことが出来る。
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１０・２ Ξ(z) の零点と係数

１０・２・１  (z) のマクローリン級数の係数

完備化されたリーマン・ゼータ( )z のマクローリン級数は、前章 ９・２・３ で与えられた。これを

少し形を変えて再掲すると次のようになる。

定理 １０・２・１

完備化されたリーマン・ゼータ関数( )z とそのマクローリン級数が次のようであるとする。

( )z  = - 2
1

+z  2
1

-z 
-

2

1
 2

1
+z

 2
1
 2

1
+z  2

1
+z (2.0)

= ( )0  1+A1 z
1 +A2 z

2 +A3 z
3 +A4 z

4 +

すると、これらの係数 Ar   r=0,1,2,3,  は次で与えられる。

Ar = Σ
s=0

r

Σ
t=0

s

( )-1 r-s

2r-s( )r-s !

log r-s
2s-t ( )s-t !

gs-t ( )5/4
ht (2.a)

但し、 r( )z はポリガンマ関数、 Br,k f1 , f2 , は Bell 多項式、  s はスチルチェス定数であり、

gr 4
5

 = 
1 r = 0

Σ
k=1

r

Br,k 0 4
5

, 1 4
5

 , , r-1 4
5

       r = 1,2,3,

hr  = 
1 r = 0

( )1/2
2

Σ
s=r


( )-1 r

 s -1 !

s-1  
s

r  2
1 s-r

r = 1,2,3,

　最初の4つを書き下すと次のようになる。

A0 = 
200!

log 0

200!

g0( )5/4
h0  = 1

A1 = - 
211!

log 1
+

211!

g1( )5/4
+ h1

A2 = 
222!

log 2
+

222!

g2( )5/4
+ h2 -

211!

log 1

211!

g1( )5/4
+

211!

g1( )5/4
h1 -

211!

log 1
h1

A3 = -
233!

log 3 +
233!

g3( )5/4
+ h3 +

222!

log 2

211!

g1( )5/4
+

222!

log 2
h1+

222!

g2( )5/4
h1

- 
211!

log 1
222!

g2( )5/4
-

211!

log 1
h2 +

211!

g1( )5/4
h2 -

211!

log 1

211!

g1( )5/4
h1

数式処理ソフト Mathematica により、 A1 A8  を計算するとそれぞれ次のとおり。
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１０・２・２ ( )z の零点と係数の関係

定理 １０・２・２

　完備化されたリーマン・ゼータ関数( )z とそのマクローリン級数が次のようであるとする。

( )z  = - 2
1

+z  2
1

-z 
-

2

1
 2

1
+ z

 2
1
 2

1
+z  2

1
+z (2.0)

   = ( )0  1+B1 z
1 +B2 z

2 +B3 z
3 +B4 z

4 +

すると、

(1) ( )z の非自明な零点 zk = xk  i yk  , yk  0  k =1,2,3,  に対して次式が成立する。

( )0 = Π
n =1



xn
2+ yn

2

 xn-1/2 2+ yn
2

 = -
4 1/4

1
 4

1
 2

1
 = 0.9942415563

B1 = -Σ
r1=1



 xr1
-1/2 2+ yr1

2

2 xr1
-1/2

B2 =  Σ
r1=1



Σ
 r2=r1+1



  xr1
-1/2 2+ yr1

2   xr2
-1/2 2+ yr2

2

22 
 xr1

-1/2  xr2
-1/2

 + Σ
r1=1



  xr1
-1/2 2+ yr1

2

20

B3 = -Σ
r1=1



Σ
 r2=r1+1



Σ
 r3=r2+1



  xr1
-1/2 2+ yr1

2   xr2
-1/2 2+ yr2

2   xr3
-1/2 2+ yr3

2

23 
 xr1

-1/2  xr2
-1/2  xr3

-1/2

-Σ
r1=1



Σ
 r2=r1+1



  xr1
-1/2 2+ yr1

2   xr2
-1/2 2+ yr2

2

21
  xr1

-1/2 + xr2
-1/2

B4 =  Σ
r1=1



Σ
 r2=r1+1


 Σ

 r4=r3+1



  xr1-1/2 2+ yr1

2   xr2-1/2 2+ yr2

2   xr4-1/2 2+ yr4

2

24
 xr1-1/2  xr2-1/2  xr4-1/2

  + Σ
r1=1



Σ
 r2=r1+1



Σ
 r3=r2+1



  xr1
-1/2 2+ yr1

2   xr2
-1/2 2+ yr2

2   xr3
-1/2 2+ yr3

2

22  xr1-1/2  xr2-1/2 +  + xr2-1/2  xr3-1/2

  + Σ
r1=1



Σ
 r2=r1+1



  xr1
-1/2 2+ yr1

2   xr2
-1/2 2+ yr2

2

20
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(2) An  を 定理 １０・２・１ の係数とするとき、 Bn = An    n =1,2,3,  である。

証明

(1) 「 ８ 完備化されたリーマン・ゼータの因数分解 」 定理 ８・４・１ によれば、リーマン・ゼータ

( )z の非自明零点を zk = xk  iyk  ,  yk  0   k =1,2,3,  とするとき、完備化された

リーマン・ゼータ (2.0) は次のように因数分解される。

( )z  = ( )0 Π
n =1



 1-
 xn-1/2 2+ yn

2

2 xn-1/2 z
+
 xn-1/2 2+ yn

2

z 2

　　但し、 ( )0 = Π
n =1



xn
2+ yn

2

 xn-1/2 2+ yn
2

 = -
4 1/4

1
 4

1
 2

1
 = 0.9942415563

他方、無限次方程式偏 「 ３ 無限次方程式における根と係数 」 公式 ３・５・１ によれば、無限乗積

f( )z  = Π
n =1



 1-
 xn-1/2 2+ yn

2

2 xn-1/2 z
+
 xn-1/2 2+ yn

2

z 2

は次のようにマクローリン展開される。

f( )z  = 1+B1 z
1 +B2 z

2 +B3 z
3 +B4 z

4 +

但し、

B1 = -Σ
r1=1



 xr1
-1/2 2+ yr1

2

2 xr1
-1/2

B2 =  Σ
r1=1



Σ
 r2=r1+1



  xr1
-1/2 2+ yr1

2   xr2
-1/2 2+ yr2

2

22 
 xr1

-1/2  xr2
-1/2

 + Σ
r1=1



  xr1
-1/2 2+ yr1

2

20

B3 = -Σ
r1=1



Σ
 r2=r1+1



Σ
 r3=r2+1



  xr1
-1/2 2+ yr1

2   xr2
-1/2 2+ yr2

2   xr3
-1/2 2+ yr3

2

23 
 xr1

-1/2  xr2
-1/2  xr3

-1/2

-Σ
r1=1



Σ
 r2=r1+1



  xr1
-1/2 2+ yr1

2   xr2
-1/2 2+ yr2

2

21
  xr1

-1/2 + xr2
-1/2

B4 =  Σ
r1=1



Σ
 r2=r1+1


 Σ

 r4=r3+1



  xr1-1/2 2+ yr1

2   xr2-1/2 2+ yr2

2   xr4-1/2 2+ yr4

2

24
 xr1-1/2  xr2-1/2  xr4-1/2

  + Σ
r1=1



Σ
 r2=r1+1



Σ
 r3=r2+1



  xr1
-1/2 2+ yr1

2   xr2
-1/2 2+ yr2

2   xr3
-1/2 2+ yr3

2

22  xr1-1/2  xr2-1/2 +  + xr2-1/2  xr3-1/2

  + Σ
r1=1



Σ
 r2=r1+1



  xr1
-1/2 2+ yr1

2   xr2
-1/2 2+ yr2

2

20
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( )z  = ( )0 f( )z であるから、(1) が成立する。

(2) ベキ級数の一意性により、 Bn = An    n =1,2,3,  とならねばならない。
Q.E.D.

１０・２・３ リーマン仮説と同値な命題２

　もしリーマン仮説が真ならば、次の命題が成立しなければならない。

命題 １０・２・３

　リーマン・ゼータ関数 ( )z の非自明な零点を zk = 1/2 iyk  ,  yk  0    k =1,2,3,  と

するとき、次式が成り立つ。

Σ
r1=1



yr1

2

1
 = A2 = 0.0231049931 (2.32)

Σ
r1=1



Σ
 r2=r1+1



yr1

2 yr2

2

1
 = A4 = 0.0002483340 (2.34)

Σ
r1=1



Σ
 r2=r1+1



Σ
 r3=r2+1



yr1

2 yr2

2 yr3

2

1
 = A6 = 0.00000167435 (2.36)

Σ
r1=1



Σ
 r2=r1+1



Σ
 r3=r2+1



Σ
 r4=r3+1



yr1

2 yr2

2 yr3

2yr4

2

1
 = A8 = 8.03069710-9 (2.38)

   

Σ
r1=1



Σ
 r2=r1+1


 Σ

 r2n=r2n-1+1



yr1

2 yr2

2  yr2n

2

1
 = A2n 

= Σ
s=0

2n

Σ
t=0

s

( )-1 2n-s

22n-s( )r-s !

log 2n-s
2s-t ( )s-t !

gs-t ( )5/4
ht      (2.32n)

但し、 r( )z はポリガンマ関数、 Br,k f1 , f2 , は Bell 多項式、  s はスチルチェス定数であり、

gr 4
5

 = 
1 r = 0

Σ
k=1

r

Br,k 0 4
5

 , 1 4
5

 , , r-1 4
5

       r = 1,2,3,

hr  = 
1 r = 0

( )1/2
2

Σ
s=r


( )-1 r 

 s -1 !

s-1  
s

r  2
1 s-r 

r = 1,2,3,

同値性の証明

　リーマン予想が成立するならば、 ( )z の非自明零点を zk = xk  iyk  の実数部は xk = 1/2

 k =1,2,3, である。これを定理 １０・２・２ の各式に代入し Br を Ar に置換して与式を得る。

「 ８ 完備化されたリーマン・ゼータの因数分解 」 定理 ８・２・４ により、(2.32) はリーマン仮説と

同値である。(2.34)  (2.32n) は何らかの形で (2.32) を含むから、これらもそれぞれリーマン仮説

と同値でなければならない。
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直接計算

　(2.32), (2.34), (2.36) の両辺を数式処理ソフト Mathematica により計算すると次のとおり。

B2  は 100,000項計算して小数第３位まで一致、 B4  は各3,000項計算して小数第５位まで一致

B6  は各300項計算して小数第６位まで一致している。

 

間接計算

　ここでは、(2.32) は計算せず、 B2 = A2 = 0.02310499311 とする。そしてこれを用いて

(2.34)  (2.38) の左辺を間接的に計算する。

　無限次方程式編 「 １ 無限級数の累乗 」 公式 １・３・１ によれば、

 Σ
r=0



ar

2

 = Σ
r=0



ar 
2 +2Σ

r=0



Σ
s=r+1



ar as (3.2)

 Σ
r=0



ar

3

 = Σ
r=0



ar 
3 +3Σ

r=0



ar Σ
r=0



Σ
s=r+1



ar as-3Σ
r=0



Σ
s=r+1



Σ
t=s+1



ar as at (3.3)

 Σ
r=0



ar

4

 = 2Σ
r=0



ar 
4 - Σ

r=0



ar
2

2 

+4 Σ
r=0



ar 

2

Σ
r=0



Σ
s=r+1



ar as

- 8Σ
r=0



ar Σ
r=0



Σ
s=r+1



Σ
t=s+1



ar as at +8Σ
r=0



Σ
s=r+1



Σ
t=s+1



Σ
u =t+1



ar as at au (3.4)

ここで、 r =0  を r =1  に置換し ar を 1/yr
2
 置換すれば、

 Σ
r=1



yr
2

1 2

 = Σ
r=1



 yr
2 

1 2

+2Σ
r=1



Σ
s=r+1



yr
2 ys

2

1

 Σ
r=1



yr
2

1 3

 = Σ
r=1



 yr
2 

1 3 

+3Σ
r=1



yr
2 

1 Σ
r=1



Σ
s=r+1



yr
2 ys

2

1
 - 3Σ

r=1



Σ
s=r+1



Σ
t=s+1



yr
2 ys

2 yt
2

1

 Σ
r=1



yr
2

1 4

 = 2Σ
r=1



 yr
2

1 4

 - Σ
r=1



 yr
2

1 2 2 

+4 Σ
r=1



yr
2

1 2

Σ
r=1



Σ
s=r+1



yr
2ys

2

1

- 8Σ
r=1



yr
2

1
Σ

r=1



Σ
s=r+1



Σ
t=s+1



yr
2ys

2yt
2

1
 +8Σ

r=1



Σ
s=r+1



Σ
t=s+1



Σ
u =t+1



yr
2ys

2yt
2yu

2

1

(2.32)  (2.38) をこれらに代入すれば
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A2
2 = Σ

r=1



yr
4 

1
 + 2A4 (w4)

A2
3 = Σ

r=1



yr
6

1
 +3A2 A4 - 3A6 (w6)

A2
4 = 2Σ

r=1



yr
8

1
 - Σ

r=1



yr
4

1 2 

+4A2
2 A4 - 8A2 A6 +8A8

= 2Σ
r=1



yr
8

1
 - A2

2 - 2A4
2 

+4A2
2 A4 - 8A2 A6 +8A8

i.e.

A2 
4 = Σ

r=1



yr
8

1
 - 2A4 

2 +4A2
2 A4 - 4A2 A6 +4A8 (w8)

(w4), (w6), (w8) より

A4 = -
2
1
Σ
r=1



yr
4 

1
 + 

2
1

A2
2 , A6 =   

3
1
Σ
r=1



yr
6

1
 - 

3
1

A2
3 + A2 A4

A8 = -
4
1
Σ
r=1



yr
8

1
+

4
1

A2
4 + 

2
1

A4 
2 - A2

2 A4 + A2 A6

An = Bn    n =1,2,3,  であるから、

B4 = -
2
1
Σ
r=1



yr
4 

1
 + 

2
1

A2
2

(2.34')

B6 =   
3
1
Σ
r=1



yr
6

1
 - 

3
1

A2
3 + A2 A4 (2.36')

B8 = -
4
1
Σ
r=1



yr
8

1
+

4
1

A2
4 + 

2
1

A4 
2 - A2

2 A4 + A2 A6 (2.38')

我々は、

B4 =Σ
r=1



Σ
s=r+1



yr
2ys

2

1
  ,   B6 =Σ

r=1



Σ
s=r+1



Σ
t=s+1



yr
2 ys

2 yt
2

1
  ,   B8 =Σ

r=1



Σ
s=r+1



Σ
t=s+1



Σ
u =t+1



yr
2ys

2yt
2yu

2

1
 

の代わりに (2.34'), (2.36'), (2.38') を計算すればよい。

　数式処理ソフト Mathematica による計算結果は次のとおり。

B4  は 500項計算して小数第９位まで一致、 B6  は 30項計算して小数第11位まで一致、 B8  は

20項計算して小数第13位まで一致している。これらの収束は上記の直接計算よりも非常に速い。
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　(w4), (w6), (w8) は次のようにも記述できる。

命題 １０・２・３’

　 zk =1/2  i yk  ,  yk  0   k =1,2,3,  は リーマン・ゼータ ( )z の非自明な零点で

Ar   r=1,2,3,  は定理 １０・２・１ で得られる定数とするとき、次式が成立する。

Σ
r=1



yr
4

1
 = A2

2 -2A4 = 0.00003717259

Σ
r=1



yr
6

1
 = A2 

3 -3A2 A4 +3A6 = 0.00000014417393

Σ
r=1



yr
8

1
 = A2 

4 + 2A4 
2 - 4A2

2 A4 + 4A2 A6 - 4A8 = 6.630310-10

　数式処理ソフト Mathematica による計算結果は次のとおり。右辺の計算にはより高い精度が

要求される。

 

　以上の計算結果を見る限りでは、リーマン予想は成立しそうに見える。

2018.09.12

2018.09.19 ４乗と８乗を第２節に追加。

2024.12.10 リーマン仮説が成立しない確率を第１節に追加。

河野 和

広島市

宇宙人の数学
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