
１３ リーマン仮説が成立しない確率

要　旨

（1） 完備化されたゼータ関数  z をマクローリン級数に展開し、その係数 Ar  r =1,2,3,の値を求める。

（2） 完備化されたゼータ関数  z について根と係数の関係（ヴィエタの公式）を示す。

（3） リーマン仮説が成立するならば、臨界線上の零点から成る半多重級数は Ar の多項式に等しい。

（4） リーマン仮説が成立するならば、臨界線上の零点から成る冪級数は Ar の多項式に等しい。

（5） （1）と（4）を用いてリーマン仮説が成立する確率を計算し、その余事象に含まれる 同仮説が成立しない確率を得る。

１３・１ ξ(z) のマクローリン級数

　完備化されたリーマン・ゼータ  z のマクローリン級数は 「 09 完備化されたリーマン・ゼータのマクローリン級数 」の

定理 ９・１・３ で与えられた。これを少し形を変えて再掲すると次のようになる。

定理 １３・１・１

　完備化されたリーマン・ゼータ関数  z とそのマクローリン級数が次のようであるとする。

( )z  = -z( )1-z 
-

2

z

 2
z ( )z  = Σ

r=0



Ar z
r (1.0)

すると、これらの係数 Ar   r =0,1,2,3,  は次で与えられる。
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但し、 r z はポリガンマ関数、 Br,k f1 , f2 , は Bell 多項式、  s はスチルチェス定数であり、
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例

　最初の4つを書き下すと次のようになる。
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　 gr の中身はポリガンマ関数であるので、更に展開すれば次のようになる。
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　最後に、これらの数値は次のようになる。
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１３・２ ξ(z) におけるヴィエタの公式

１３・２・１ 無限次方程式とヴィエタの公式

　拙著 「 03 無限次方程式における根と係数 」 （ 無限次方程式編 ）の公式 ３・２・１を再掲すると次のようである。

公式 ３・２・１ （ヴィエタの公式）（再掲）

　複素平面上の関数 f( )z が零点 z1 , z2 , z3 , z4 ,  を持ち、次のように完全に因数分解されるとする。

f( )z  =  1-
z1

z
 1-

z2

z
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z3

z
 1-

z4
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

すると f( )z は次のように冪級数に展開される。

f( )z  = 1+a1z1 +a2z2 +a3z3 +a4z4 + (2.0)

但し、
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　この公式を用いることにより、次の定理が証明できる。

定理 １３・２・１ （共役複素根を持つ無限次方程式）

　複素平面上の関数 f z が零点 zk = xk  i yk  ,  yk  0   k =1,2,3,  を持ち、次のように完全に因数分解される

とする。

f( )z  = Π
k=1


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すると f( )z は次のように冪級数に展開される。

f( )z  = 1+a1z1 +a2z2 +a3z3 +a4z4 + (2.1)
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なお、右端の二項係数は各半多重級数の分子の項数である。

証明

　(2.1) の根を zk = xk  i yk   k =1,2,3,  とすれば、公式 ３・２・１ により、

Π
k=1



 1-
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z
 = Π

r=1



 1-
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簡単化のため、
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2

2xr
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xr
2+ yr
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と略記すれば(2.p)は
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
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2  (2.p')

(2.1) と (2.p') を比べて、(2.1) の係数を計算すると、
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a1 = -X1-X2-X3 - = -Σ
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
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
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
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  

 + X1I2 X3+X4+X5+  + X1I3 X4+X5+X6+  + X1I4 X5+X6+X4+  +

 + X2I3 X4+X5+X6+  + X2I4 X5+X6+X4+  + X2I5 X6+X7+X8+  +

  

 + I1X2 X3+X4+X5+  + I1X3 X4+X5+X6+  + I1X4 X5+X6+X4+  +

 + I2X3 X4+X5+X6+  + I2X4 X5+X6+X4+  + I2X5 X6+X7+X8+  +

  
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
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
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
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
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
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

Σ
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
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記号を元に戻して a1  a4  を得る。そして帰納法により a2n , a2n+1  を得る。 Q.E.D.

１３・２・２ ( )z の零点と係数の関係

　定理 １３・２・１ は完備化されたリーマンゼータ関数  z に適用可能であり、次の定理が得られる。

定理 １３・２・２

　完備化されたリーマンゼータ関数 ( )z とそのマクローリン級数が次のようであるとする。

( )z  = -z( )1-z 
-

2

z

 2
z ( )z  = Σ

r=0



Br z
r (2.2)

すると、リーマンゼータ関数  ( )z の非自明な零点 zrt
= xrt

 iyrt  , yrt
 0  t=1,2,3,  に対して次式が成立する。

B1 = -Σ
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

xr1
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2
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
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20

Ｃ2 2 = 1  ,  Ｃ1 0 = 1
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

Σ
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
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
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2  xr2

2+ yr2

2

21
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B4 =  Σ
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
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r1=1



Σ
 r2=r1+1



Σ
 r3=r2+1



 xr1

2+ yr1

2  xr2

2+ yr2

2  xr3

2+ yr3

2

22
 xr1

xr2 + xr1 
xr3 

+ xr2
xr3

    Ｃ3 2 = 3

  + Σ
r1=1



Σ
 r2=r1+1



 xr1

2+ yr1

2  xr2

2+ yr2

2

20

    Ｃ2 0 = 1

B5 = -Σ
r1=1



Σ
 r2=r1+1



Σ
 r3=r2+1



Σ
 r4=r3+1



Σ
 r5=r4+1



 xr1

2+ yr1

2  xr2

2+ yr2

2  xr3

2+ yr3

2  xr4

2+ yr4

2  xr5

2+ yr5

2

25 xr1
xr2

xr3
xr4

xr5
Ｃ5 5 = 1

- Σ
r1=1



Σ
 r2=r1+1



Σ
 r3=r2+1



Σ
 r4=r3+1



 xr1

2+ yr1

2  xr2

2+ yr2

2  xr3

2+ yr3

2  xr4

2+ yr4

2

23
 xr1

xr2
xr3

+ xr1
xr2

xr4
+ xr1

xr3
xr4

+ xr2
xr3

xr4
Ｃ4 3 = 4

- Σ
r1=1



Σ
 r2=r1+1



Σ
 r3=r2+1



 xr1

2+ yr1

2  xr2

2+ yr2

2  xr3

2+ yr3

2

21
 xr1

+ xr2
+ xr3

Ｃ3 1 = 3



B2n =  Σ
r1=1



Σ
 r2=r1+1


 Σ

 r2n=r2n-1+1



 xr1

2+ yr1

2  xr2

2+ yr2

2   xr2n

2 + yr2n

2

22n xr1
xr2
 xr2n

Ｃ2n 2n = 1

+ Σ
r1=1



Σ
 r2=r1+1


 Σ

 r2n-1=r2n-2+1



 xr1

2 + yr1

2  xr2

2+ yr2

2   xr2n-1

2 + yr2n-1

2

22n-2 xr1
xr2  xr2n-2

+ xr1
xr2  xr2n-1

+  + xr2
xr3  xr2n-1

Ｃ2n -1 2n-2 = 2n -1

+ Σ
r1=1



Σ
 r2=r1+1


 Σ

 r2n-2=r2n-3+1



 xr1

2 + yr1

2  xr2

2+ yr2

2   xr2n-2

2 + yr2n-2

2

22n-4 xr1
xr2  xr2n-4

+ xr1
xr2  xr2n-3

+  + xr3
xr4  xr2n-2

Ｃ2n -2 2n-4



+ Σ
r1=1



Σ
 r2=r1+1


 Σ

 r2n-n=r2n-n-1+1



 xr1

2 + yr1

2  xr2

2+ yr2

2  xr2n-n

2 + yr2n-n

2

20

Ｃ2n -n 2n-2n = 1

B2n+1 = -Σ
r1=1



Σ
 r2=r1+1


 Σ

 r2n+1=r2n+1



 xr1

2+ yr1

2  xr2

2+ yr2

2   xr2n+1

2 + yr2n+1

2

22n+1 xr1
xr2
 xr2n+1

Ｃ2n +1 2n+1 = 1

- Σ
r1=1



Σ
 r2=r1+1


 Σ

 r2n=r2n-1+1



 xr1

2+ yr1

2  xr2

2+ yr2

2   xr2n

2 + yr2n

2

22n-1 xr1
xr2
xr2n-1

+ xr1
xr2
xr2n

++ xr2
xr3
xr2n

Ｃ2n 2n-3 = 2n

- Σ
r1=1



Σ
 r2=r1+1


 Σ

 r2n-1=r2n-2+1



 xr1

2+ yr1

2  xr2

2+ yr2

2   xr2n-1

2 + yr2n-1

2

22n-3 xr1
xr2
xr2n-3

+ xr1
xr2
xr2n-2

++ xr3
xr4
xr2n-1

Ｃ2n -1 2n-3

 

 - Σ
r1=1



Σ
 r2=r1+1


 Σ

 r2n+1-n=r2n-n+1



 xr1

2+ yr1

2  xr2

2+ yr2

2  xr2n+1-n

2 + yr2n+1-n

2

21 xr1
+ xr2

+  + xr2n+1-n
Ｃ2n +1-n 2n+1-2n = n +1

なお、右端の二項係数は各半多重級数の分子の項数である。

証明

　「 08 完備化されたリーマン・ゼータの因数分解 」の 定理 ８・３・１ によれば、リーマン・ゼータ関数を ( )z 、その非自明

な零点を zn = xn  iyn   n=1,2,3,  とするとき、完備化されたリーマンゼータ関数 ( )z は次のように因数分解される。

( )z  = Π
n =1



 1-
xn

2+ yn
2

2xn z
+

xn
2+ yn

2

z2

よって 定理 １３・２・１ が適用可能であり、所望の式を得る。　Q.E.D.
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Note
　この定理は絶対である。つまりこれはリーマン仮説の成否に関わらず成立する。

１３・２・３ リーマン仮説が成立する場合

　この場合、零点は 1/2 yrt
のみなので、定理 １３・２・２ の B1 , B2 , B3 ,   は次のようになる。

B1 = -Σ
r1=1



1/4+ yr1

2

Ｃ1 1
Ｃ1 1 = 1

B2 =  Σ
r1=1



Σ
 r2=r1+1



 1/4+ yr1

2  1/4+ yr2

2

Ｃ2 2
 + Σ

r1=1



1/4+ yr1

2

Ｃ1 0
Ｃ2 2 = 1 , Ｃ1 0 = 1

B3 = -Σ
r1=1



Σ
 r2=r1+1



Σ
 r3=r2+1



 1/4+ yr1

2  1/4+ yr2

2  1/4+ yr3

2

Ｃ3 3
-Σ

r1=1



Σ
 r2=r1+1



 1/4+ yr1

2  1/4+ yr2

2

Ｃ2 1 Ｃ3 3 = 1
Ｃ2 1 = 2



１３・２・４ リーマン仮説が成立しない場合

　この場合、零点は 1/2 yrt
の他に 1/2rt

 rt
   0 < rt

< 1/2 が存在するので、定理 １３・２・２ の B1 , B2 , B3 , 

は次のようになる。

B1 = -Σ
r1=1



1/4+ yr1

2

Ｃ1 1
 -Σ

r1=1  1/2+r1

2+ r1

2

21
 1/2+r1

 - Σ
r1=1  1/2-r1

2+ r1

2

21
 1/2-r1

B2 =  Σ
r1=1



Σ
 r2=r1+1



 1/4+ yr1

2  1/4+ yr2

2

Ｃ2 2
 + Σ

r1=1



1/4+ yr1

2

Ｃ1 0

+ Σ
r1=1

Σ
 r2=r1+1   1/2+r1

2+ r1

2   1/2+r2

2+r2

2

22
 1/2+r1  1/2+r2

 + Σ
r1=1  1/2+r1

2+ r1

2

20

+ Σ
r1=1

Σ
 r2=r1+1   1/2-r1

2+ r1

2   1/2-r2

2+r2

2

22
 1/2-r1  1/2-r2

 + Σ
r1=1  1/2-r1

2+ r1

2

20

B3 = -Σ
r1=1



Σ
 r2=r1+1



Σ
 r3=r2+1



 1/4+ yr1

2  1/4+ yr2

2  1/4+ yr3

2

Ｃ3 3
 -Σ

r1=1



Σ
 r2=r1+1



 1/4+ yr1

2  1/4+ yr2

2

Ｃ2 1

- Σ
r1=1

Σ
 r2=r1+1

Σ
 r3=r2+1   1/2+r1

2 + r1

2   1/2+r2

2+r2

2   1/2+r3

2+ r3

2

23
 1/2+r1  1/2+r2  1/2+r3

- Σ
r1=1

Σ
 r2=r1+1

Σ
 r3=r2+1   1/2-r1

2+ r1

2   1/2-r2

2+ r2

2   1/2-r3

2+ r3

2

23
 1/2-r1  1/2-r2  1/2-r3

- Σ
r1=1

Σ
 r2=r1+1   1/2+r1

2+ r1

2   1/2+r2

2+r2

2

21
  1/2+r1

+ 1/2+r2
 - Σ

r1=1
Σ

 r2=r1+1   1/2-r1

2+ r1

2   1/2-r2

2+ r2

2

21
  1/2-r1

+ 1/2-r2

　 

Note
(1) 臨界線上の零点が無限個なることは知られているが、臨界線外の零点の個数は知られていない。

(2) Br    r =0,1,2,  は、臨界線上の零点から成る半多重級数と臨界線外の零点から成る半多重級数の和である。

(3) 0 < rt
 < 1/2  であるので、臨界線外の零点から成る半多重級数が相殺し合って 0 に帰することはあり得ない。
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１３・３ リーマン仮説と同値な命題 その１

　前節 １３・２・３ で見たように、もしリーマン仮説が成立するならば これと同値な次の補題が成立する。

補題 １３・３・１

　完備化されたリーマン・ゼータ関数 ( )z とそのマクローリン級数が次のようであるとする。

( )z  = -z( )1-z 
-

2

z

 2
z ( )z  = Σ

r=0



Br z
r (2.2)

すると、リーマンゼータ関数  ( )z の非自明な零点 zrt
= 1/2 iyrt  , yrt 0  t=1,2,3,  に対して次式が成立する。

B1 = -Σ
r1=1



1/4+ yr1

2

Ｃ1 1
Ｃ1 1 = 1

B2 =  Σ
r1=1



Σ
 r2=r1+1



 1/4+ yr1

2  1/4+ yr2

2

Ｃ2 2
 + Σ

r1=1



1/4+ yr1

2

Ｃ1 0
Ｃ2 2 = 1 , Ｃ1 0 = 1

B3 = -Σ
r1=1



Σ
 r2=r1+1



Σ
 r3=r2+1



 1/4+ yr1

2  1/4+ yr2

2  1/4+ yr3

2

Ｃ3 3
 -Σ

r1=1



Σ
 r2=r1+1



 1/4+ yr1

2  1/4+ yr2

2

Ｃ2 1 Ｃ3 3 = 1
Ｃ2 1 = 2

B4 =  Σ
r1=1



Σ
 r2=r1+1



Σ
 r3=r2+1



Σ
 r4=r3+1



 1/4+ yr1

2  1/4+ yr2

2  1/4+ yr3

2  1/4+ yr4

2

Ｃ4 4
Ｃ4 4 = 1

  + Σ
r1=1



Σ
 r2=r1+1



Σ
 r3=r2+1



 1/4+ yr1

2  1/4+ yr2

2  1/4+ yr3

2

Ｃ3 2
    Ｃ3 2 = 3

  + Σ
r1=1



Σ
 r2=r1+1



 1/4+ yr1

2  1/4+ yr2

2

Ｃ2 0
    Ｃ2 0 = 1

B5 = -Σ
r1=1



Σ
 r2=r1+1



Σ
 r3=r2+1



Σ
 r4=r3+1



Σ
 r5=r4+1



 1/4+ yr1

2  1/4+ yr2

2  1/4+ yr3

2  1/4+ yr4

2  1/4+ yr5

2

Ｃ5 5
Ｃ5 5 = 1

- Σ
r1=1



Σ
 r2=r1+1



Σ
 r3=r2+1



Σ
 r4=r3+1



 1/4+ yr1

2  1/4+ yr2

2  1/4+ yr3

2  1/4+ yr4

2

Ｃ4 3
Ｃ4 3 = 4

- Σ
r1=1



Σ
 r2=r1+1



Σ
 r3=r2+1



 1/4+ yr1

2  1/4+ yr2

2  1/4+ yr3

2

Ｃ3 1
Ｃ3 1 = 3



B2n =  Σ
r1=1



Σ
 r2=r1+1


 Σ

 r2n=r2n-1+1



 1/4+ yr1

2  1/4+ yr2

2   1/4+ yr2n

2

Ｃ2n 2n
  Ｃ2n 2n = 1

　 + Σ
r1=1



Σ
 r2=r1+1


 Σ

 r2n-1=r2n-2+1



 1/4+ yr1

2  1/4+ yr2

2   1/4+ yr2n-1

2

Ｃ2n -1 2n-2
Ｃ2n -1 2n-2 = 2n -1

　 + Σ
r1=1



Σ
 r2=r1+1


 Σ

 r2n-2=r2n-3+1



 1/4+ yr1

2  1/4+ yr2

2   1/4+ yr2n-2

2

Ｃ2n -2 2n-4
Ｃ2n -2 2n-4

　 

　 + Σ
r1=1



Σ
 r2=r1+1


 Σ

 rn=rn-1+1



 1/4+ yr1

2  1/4+ yr2

2  1/4+ yrn

2

Ｃn 0
Ｃ2n -n 2n-2n = 1

B2n+1 = -Σ
r1=1



Σ
 r2=r1+1


 Σ

 r2n+1=r2n+1



 1/4+ yr1

2  1/4+ yr2

2   1/4+ yr2n+1

2

Ｃ2n +1 2n+1
  Ｃ2n +1 2n+1 = 1

- Σ
r1=1



Σ
 r2=r1+1


 Σ

 r2n=r2n-1+1



 1/4+ yr1

2  1/4+ yr2

2   1/4+ yr2n

2

Ｃ2n 2n-3
  Ｃ2n 2n-3 = 2n

- Σ
r1=1



Σ
 r2=r1+1


 Σ

 r2n-1=r2n-2+1



 1/4+ yr1

2  1/4+ yr2

2   1/4+ yr2n-1

2

Ｃ2n -1 2n-3
  Ｃ2n -1 2n-3

 
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 - Σ
r1=1



Σ
 r2=r1+1


 Σ

 r2n+1-n=r2n-n+1



 1/4+ yr1

2  1/4+ yr2

2  1/4+ yr2n+1-n

2

Ｃn +1 1
  Ｃ2n +1-n 2n+1-2n = n +1

　しかしながらこの補題は煩雑である。どうせリーマン仮説を仮定するならば もっと良い命題を提示で来る。

命題 １３・３・２

　 n は自然数、 An  は 定理 １３・１・１ で得られた定数、そして yrt
はリーマンゼータ関数  ( )z の臨界線上の零点とする。

すると次式が成立する。

Hn = Σ
k=0

n

n

( )-1 n

 
n -1+k

n -1
 n -k An-k (3.2)

但し、

H1 = Σ
r1=1



1/4+ yr1

2

1

H2 = Σ
r1=1



Σ
 r2=r1+1



 1/4+ yr1

2  1/4+ yr2

2

1

H3 = Σ
r1=1



Σ
 r2=r1+1



Σ
 r3=r2+1



 1/4+ yr1

2  1/4+ yr2

2  1/4+ yr3

2

1



Hn = Σ
r1=1



Σ
 r2=r1+1



Σ
 r3=r2+1


 Σ

 rn=rn-1+1



 1/4+ yr1

2  1/4+ yr2

2  1/4+ yr3

2    1/4+ yrn
2

1

証明

　補題 １３・３・１ において二項係数はΣ, ΣΣ,  の前に出すことが出来る。そこで半多重級数を命題の但し書きのように

略記すれば、補題 １３・３・１ の各式は次のように記述できる。

B1 = -H1

B2 =   H2 + Ｃ1 0 H1

B3 = -H3 - Ｃ2 1 H2

B4 =   H4 + Ｃ3 2 H3 + Ｃ2 0 H2

B5 = -H5 - Ｃ4 3 H4 - Ｃ3 1 H3

B6 =   H6 + Ｃ5 4 H5 + Ｃ4 2 H4 + Ｃ3 0 H3

B7 = -H7 - Ｃ6 5 H6 - Ｃ5 3 H5 - Ｃ4 1 H4

　　 

２項係数を数値に置き換え、 Br と Hr を入れ替えれば

H1 = -B1

H2 =    B2 - H1

H3 = -B3 - 2H2

H4 =    B4 - 3H3 - H2

H5 = -B5 - 4H4 - 3H3

H6 =    B6 - 5H5 - 6H4 - H3

H7 = -B7 - 6H6 - 10H5 - 4H4

　　 

数式処理ソフト Mathematica の再帰関数を用いて Hr を上から順次代入すれば、

H1 = -B1

H2 =   B1 + B2

H3 = -2 B1 + B2  - B3
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H4 =   5 B1 + B2  + 3B3 + B4

H5 = -14 B1 + B2  - 9B3 - 4B4 - B5

H6 = 42 B1 + B2  + 28B3 + 14B4 + 5B5 + B6

H7 = -132 B1 + B2  - 90B3 - 48B4 - 20B5 - 6B6 - B7

　　 

ここで、オンライン整数列大辞典（OEIS ）によると、これらの係数はカタランの三角形の構成数列（OEIS A009766 ）で

あり、次式で与えられる。

T( )n,m  = Ｃn +m n ( )n-m+1 /( )n +1 0  m  n

これを用いれば、上の諸式は次のように一般表記が来る。

Hn = Σ
k=0

n

n

( )-1 n

 
n -1+k

n -1
 n -k Bn-k n =1,2,3,

最後に、完備化されたリーマン・ゼータ関数 ( )z のマクローリン級数は一意であるから、 Br = Ar  r =1,2,3, 。

そこで Br を Ar に置換して与式を得る。 Q.E.D.

例

　(3.2) の最初の数個を書き下せば、

Σ
r1=1



1/4+ yr1

2

1
 = -A1 = 0.0230957089

Σ
r1=1



Σ
 r2=r1+1



 1/4+ yr1

2  1/4+ yr2

2

1
 =   A1 + A2 = 0.000248155568

Σ
r1=1



Σ
 r2=r1+1



Σ
 r3=r2+1



 1/4+ yr1

2  1/4+ yr2

2  1/4+ yr3

2

1
 = -2 A1 + A2  - A3 = 1.67271371310-6

Σ
r1=1



Σ
 r2=r1+1



Σ
 r3=r2+1



Σ
 r4=r3+1



 1/4+ yr1

2  1/4+ yr2

2  1/4+ yr3

2  1/4+ yr4

2

1
 =   5 A1 + A2  + 3A3 + A4

= 8.02107342810-9

Σ
r1=1



Σ
 r2=r1+1



Σ
 r3=r2+1


 Σ

 r5=r4+1



 1/4+ yr1

2  1/4+ yr2

2  1/4+ yr3

2   1/4+ yr5

2

1
 = -14 A1 + A2  - 9A3 - 4A4 - A5

= 2.93605587210-11

半多重級数と理論値

　これらの左辺は臨界線上の零点から成る半多重級数であり、右辺は log  、スチルチェス定数 及び ポリガンマ関数か

らなる理論値である。リーマン仮説の確からしさの検証のためには、臨界線上の零点を幾つか取って半多重級数の値を

計算し理論値と比べてみればよい。

　理論値は一瞬で計算できる。しかし半多重級数 Hr の計算は容易ではない。半多重級数の計算を m で打ち切るとき、 Hr

の計算量は Ｃm r となるからである。例えば m=100 で計算を打ち切れば H8 の計算量は Ｃ100 8 = 186,087,894,300  と

なる。これはノートパソコンなどで計算できる量ではない。別の方法を考えねばならない。
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１３・４ リーマン仮説と同値な命題 その２

　前節末で述べたように、半多重級数の計算は現実的ではない。そこで筆者が考えたのが半多重級数の計算を冪級数の

計算に転嫁することである。例えば半２重級数の場合、次のような等式が成立する。

Σ
r1=1



 1/4+ yr1
2

1 2

 =   Σ
r1=1



1/4+ yr1
2

1 2

 - 2Σ
r1=1



Σ
 r2=r1+1



 1/4+ yr1
2  1/4+ yr2

2

1

ここで、前節で得た

Σ
r1=1



1/4+ yr1
2

1
 = -A1 , Σ

r1=1



Σ
 r2=r1+1



 1/4+ yr1
2  1/4+ yr2

2

1
 =   A1 + A2

を右辺に代入すれば、

Σ
r1=1



 1/4+ yr1
2

1 2

 =  A1
2 - 2 A1 + A2

かくして半２重級数の計算は２乗の級数の計算に転嫁されている。後者は前者よりも圧倒的に収束が速い。本例は 2次で

あるが、次数が上がるほど収束速度は速くなる。そのような高次の一般式を見出すのが本節の目的である。

　「 05 冪級数と半多重級数 」 （無限次方程式編） の定理 ５・２・２ は次のようであった。

定理 ５・２・２ ( 再掲 )

　 n を 2以上の自然数とするとき、収束する級数について次式が成立する。

 Σ
r1=1


ar1

n

 = Σ
r1=1


ar 

n + 2 Σ
r1=1


ar1

n-2

H2

+ Σ
s=0

n-3

 Σ
r1=1


ar1

s

 Σ
t =2

n-s-1
( )-1 t  Σ

r1=1


ar1 

n-s-t Ht +( )-1 n-s  n-s Hn-s 　 (2.2n)

但し、

H2 = Σ
r1=1



Σ
 r2=r1+1


ar1 

ar2

H3 = Σ
r1=1



Σ
 r2=r1+1



Σ
 r3=r2+1


ar1 

ar2 
ar3

     

Hn = Σ
r1=1



Σ
 r2=r1+1



Σ
 r3=r2+1


 Σ

 rn=rn-1+1


ar1 

ar2 
ar3

  arn

n  2  のとき  (2.2n) の第3項は無いものとする。

　この定理より、次の補題が得られる。

補題 １３・４・１

　 n を 2以上の自然数、 yrt
  t=1,2,3,を非ゼロの実数とするとき、収束する級数について次式が成立する。

G1
n = Gn + 2G1

n-2 H2 + Σ
s=0

n-3

G1
s  Σ

t =2

n-s-1
( )-1 t G1

n-s-t Ht +( )-1 n-s  n-s Hn-s (4.1)

但し、

Gn = Σ
r1=1



 1/4+ yr1
2

1 n

n=1,2,3,

H2 = Σ
r1=1



Σ
 r2=r1+1



 1/4+ yr1
2  1/4+ yr2

2

1

H3 = Σ
r1=1



Σ
 r2=r1+1



Σ
 r3=r2+1



 1/4+ yr1
2  1/4+ yr2

2  1/4+ yr3
2

1


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Hn =  Σ
r1=1



Σ
 r2=r1+1


 Σ

 rn=rn-1+1



 1/4+ yr1
2  1/4+ yr2

2    1/4+ yrn
2

1

n  2  のとき (4.1) の第3項は無いものとする。

証明

　定理 ５・２・２ において

arn = 
1/4+ yrn

2

1
,   Gn = Σ

r1=1



 1/4+ yr1
2

1 n

n=1,2,3,

と置けば

G1 = Σ
r1=1



1/4+ yr1
2

1
 = H1

であるから、(2.2n) 以下は次のように表される。

G1
n = Gn + 2G1

n-2 H2 + Σ
s=0

n-3

G1
s  Σ

t =2

n-s-1
( )-1 t G1

n-s-t Ht +( )-1 n-s  n-s Hn-s

但し、

Hn =  Σ
r1=1



Σ
 r2=r1+1


 Σ

 rn=rn-1+1



 1/4+ yr1
2  1/4+ yr2

2    1/4+ yrn
2

1
n=2,3,4,

Q.E.D.

例

　(4.1) の最初の幾つかを書き下すと、次のとおり

G1
2 = G2 + 2H2

G1
3 = G3 + 3G1 H2 - 3H3

G1
4 = G4 + 3G1 

2H2 + G2 H2 - 4G1 H3 + 4H4

G1
5 = G5 + 3G1 

3H2 + G1 G2 H2 + G3 H2 - 4G1 
2H3 - G2 H3 + 5G1 H4 - 5H5

補題 １３・４・１ の問題点

　 yrt
  t=1,2,3,が与えられた場合、これらの等式は確認計算が可能であるが、 Hn の計算速度は n が大きくなるほど

加速度的に遅くなる。

　この問題を解決する最良の方法は、 Hn を無くしてしまうことである。一般的にそのような幸運は期待できないが、 yrt
が

リーマンゼータ関数 ( )z の臨界線上の零点である場合には、前節の 命題 １３・３・２ を用いることによって Hn  を定数

に置き換えることが出来る。かくして、リーマン仮説と同値な次の命題が得られる。

命題 １３・４・２

　 n を 2以上の自然数、 An  を 定理 １３・１・１ で得られた定数とするとき、次式が成立する。

Gn = G1
n - 2G1

n-1H2 - Σ
s=0

n-3

G1
s  Σ

t =2

n-s-1
( )-1 t Gn-s-t Ht +( )-1 n-s( )n-s Hn-s (4.2)

但し、

Gn = Σ
r1=1



 1/4+ yr1
2

1 n

n=1,2,3,

Hn = Σ
k=0

n

n
( )-1 n

 
n-1+k

n-1
 n-k An-k n=2,3,4,

G1 = -A1   = H1

n  2  のとき (4.2) の第3項は無いものとする。

証明

　補題 １３・４・１ の公式において G1
n  と Gn を入れ替える。そして Hn は前節の 命題 １３・３・２ の式に差し替える。この際、
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H1 = -A1を G1 = -A1に代替する。 Q.E.D.

例

　この命題を Mathematica を用いて再帰式として計算すれば (4.2) の最初の幾つかは次のようになる。

 

 

 

Note

　最後の G16は 3.3頁に及ぶ長いリストであるが、出力に要する時間は約2秒であった。
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１３・５ リーマン仮説が成立しない確率

　定理１３・１・１ と 命題 １３・４・２ に従い、 Mathematica を用いて この確率を計算する。道具立ては次のとおり。

 

最初の５行は 定理 １３・１・１ に従って理論値 Ar を求めるツールである。最後の yr は臨界線上の零点である。これらにより

Ar  と yr  の値が瞬時に得られる。　以下、命題 １３・４・２ の等式に従って各次毎に計算が行われる。

５次

 

f 5 m は５乗和であり、 g 5 は 命題 １３・４・２ の右辺である。実際、これは 前節の例示 をコピー＆ペ－ストしたもので

ある。臨界上の零点 30,000 個を取ってこれらを計算すると次のとおり。

 

両辺は 29 桁が一致している。そこで左辺を右辺で除せば

 

  

即ち、臨界上の零点 30,000 個の 5 乗和は理論値の 0.99999999999999999999999999999   29 Nines を占めて

いる。他方、これの余事象を求めると

 

この中には臨界線上の零点の残余と臨界線外の零点の可能性が含まれる。よって、臨界線外の零点が余事象に含まれ

る確率は 10-29 未満である。つまり、リーマン仮説が成立しない確率は 10-29 未満である。

６次

　臨界線上の零点 30,000 個を取って同じように計算すると次のとおり。

 

- 14 -



 

 

　即ち、臨界上の零点 30,000 個の 6 乗和は理論値の35 ナインズ 35N を占めている。従ってリーマン仮説が成立しな

い確率は 10-35 未満である。計算精度は５次よりも６桁アップしている。これは６次の収束速度がより速いことに依る。

16 次

　最後はジャンプしてこの計算を行う。臨界上の零点は前２例に同じく 30,000 個を取る。
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　即ち、臨界上の零点 30,000 個の 16 乗和は理論値の101 ナイン 101N を占めている。従って リーマン仮説が成立

しない確率は 10-101 未満である。

　参考までに、筆者のパソコン ( Intel Core i7-9750H , 16GB ) では、 f16( )30000 の計算に 3.5 時間、 g16 の計算には

2 秒 を要した。

　計算精度は次数が１上がる毎に 6.3 桁上昇するように見える。つまり、冪の次数と計算精度はほぼ比例する。そうならば、

リーマン仮説が成立しない確率は、 160 次ならば 10-1000 、 1600 次ならば 10-10000  となる筈である。本章で示した算式を

用いればこのような計算は可能である。それ故、リーマン仮説が成立しない確率は限りなく 0 に近いと言える。

2025.01.17

河野 和

広島市

宇宙人の数学
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