
定理・公式の一覧 （ 無限次方程式編 ）

１ 無限級数の累乗

１・１　多重コーシー積

公式 １・１・１ （無限級数の多重コーシー積）

　収束する複数個の無限級数について、次式が成立する。
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公式 １・１・２ （冪級数の多重コーシー積）

　収束する複数個の冪級数について、次式が成立する。
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１・２　無限級数の累乗（その１）

公式 １・２・１ （無限級数の累乗）

　収束する無限級数について、次式が成立する。
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公式 １・２・２ （冪級数の累乗）

　収束する冪級数について、次式が成立する。
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１・３　無限級数の累乗（その２）

　以下の２つの公式は次節以下の数式簡素化のために重要である。

公式 １・３・１ （無限級数の累乗）

　収束する無限級数について、次式が成立する。
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公式 １・３・２ （冪級数の累乗）

　収束する冪級数について、次式が成立する。
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２ 整数を根とする無限次方程式

本章で用いる記号

　本章において、 r( )z はポリガンマ関数、 Br,k f1 , f2 , は Bell 多項式、   はオイラー・マスケロ二の

定数、そして ar , br  は次のような定数とする。
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２・１　整数を根とする無限次方程式（その１）

公式 ２・１・１
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２・２　整数を根とする無限次方程式（その２）

公式 ２・２・１
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２・３　虚整数を根とする無限次方程式（その１）

公式 ２・３・１
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２・４　虚整数を根とする無限次方程式（その２）

公式 ２・４・１
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２・５　整数の平方根を持つ無限次方程式

公式 ２・５・１ （正整数の平方根を持つ無限次方程式）
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公式 ２・５・２ （負整数の平方根を持つ無限次方程式）
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２・６　平方数を根とする無限次方程式

公式 ２・６・１ （平方数を根とする無限次方程式）
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公式 ２・６・２ （負の平方数を根とする無限次方程式）
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３ 無限次方程式における根と係数

３・１ 無限次方程式の特性

　(１) 代数学の基本定理が一般的に成立しない。

　(２) 根と係数の関係（Vieta's formulas ）が一般的に成立しない。

　(３) 有理係数の無限次方程式の根は一般的に代数的数でない。

３・２ 根と係数の関係（その１）

公式 ３・２・１ （ヴィエタの公式）

　複素平面上の関数 f( )z が零点 z1 , z2 , z3 , z4 ,  を持ち、次のように完全に因数分解されるとする。
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公式 ３・２・２
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３・３ 根と係数の関係（その２）

公式 ３・３・１

　複素平面上の関数 f( )z が零点 z1 , z2 , z3 , z4 ,  を持ち、次のように不完全に因数分解されるとする。
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公式 ３・３・２

　 ( )z をリーマン・ゼータ関数、 r( )z をポリガンマ関数、 Br,k f1 , f2 , を Bell 多項式、   をオイラー・

マスケロ二の定数、そして r , ar  はそれぞれ次のような定数とする。

r = Σ
k=1

r

( )-1 k Br,k 0( )1  , 1( )1  , ,  r-1( )1 r=1,2,3,

a0 = 1  ,  a1 = -Σ
r1=1



r1

1
 ,  a2 =Σ

r1=1



Σ
 r2=r1+1



r1 r2

1
 ,  a3 = -Σ

r1=1



Σ
 r2=r1+1



Σ
 r3=r2+1



r1 r2 r3

1
  , 

すると、次式が成立する。

Σ
s=0

r

( )-1 s 

s!

ar-s a1
s

 = 
r!
  r

+Σ
s=1

r

s!( )r-s !
( )-1 ss 

 r-s 

r=1,2,3,

　特に、

-
2

( )2
 = 2!

2

-
1!1!
1

1

+
2!0!
2

0

-
3

( )3
 = 3!

3

-
1!2!
1

2

+
2!1!
2

1

-
3!0!
3

0

-
8

( )4
+

4
1
Σ
r1=1



Σ
 r2=r1+1



r1
2 r2

2

1
 = 4!

4

-
1!3!
1

3

+
2!2!
2

2

-
3!1!
3

1

+
4!0!
4

0

- 8 -



公式 ３・３・３

　 ( )z をディリクレ・ラムダ関数、 r( )z をポリガンマ関数、 Br,k f1 , f2 , を Bell 多項式、   をオイラー・

マスケロ二の定数、そして r , ar  は次のような定数とする。

r = Σ
k=1

r

( )-1 k Br,k 0 2
1

,1 2
1

, ,r-1 2
1

r=1,2,3,

a0 = 1   ,   a1 = -Σ
r1=1



2r1-1
1

   ,   a2 =Σ
r1=1



Σ
 r2=r1+1



 2r1-1  2r2-1
1

a3 = -Σ
r1=1



Σ
 r2=r1+1



Σ
 r3=r2+1



 2r1-1  2r2-1  2r3-1
1

  , 

すると、次式が成立する。

Σ
s=0

r

( )-1 s 

s !

ar-s a1
s

 = 
r !

 2


+log 2
r

 +Σ
s=1

r

( )2s !!( )r -s !

( )-1 ss 2


+log 2
r-s

特に、

-
2

( )2
 = 

2!
 2


+log 2
2

 +Σ
s=1

2

( )2s !!( )2-s !

( )-1 ss 2


+log 2
2-s

-
3

( )3
 = 

3!
 2


+log 2
3

 +Σ
s=1

3

( )2s !!( )3-s !

( )-1 ss 2


+log 2
3-s

-
8

( )4
+

4
1
Σ
r1=1



Σ
 r2=r1+1



 2r1-1 2
 2r2-1 2

1
 = 

4!
 2


+log2
4

+Σ
s=1

4

( )2s !!( )4-s !

( )-1 ss 2


+log2
4-s

３・４ 実係数の無限次方程式

定義

　領域 D 上に定義された関数 f( )z が

f z  =  f( )z z  D

を満たすとき、 f( )z は 複素共役性を持つ と言う。ここで z  は z  の共役複素数を表す。

定理 ３・４・１

　関数 f( )z =Σ
k=0


ak z

k  において ak   ( )k =0 ,1 ,2,  が実数であるとき、 f z  = f( )z

系 ３・４・１

　無限次方程式 Σ
k=0


ak z

k = 0  において ak   ( )k =0 ,1 ,2,  が実数であるとき、

z0  が根ならば、 z0  もまた根である。

３・５ 根と係数の関係（その３）

公式 ３・５・１ （共役複素根を持つ無限次方程式）

　複素平面上の関数 f( )z が零点 zk = xk  iyk  ,  yk  0 ( ) k=1,2,3,  を持ち、次のように

- 9 -



完全に因数分解されるとする。

f( )z  = Π
k=1



 1-
zk

z
 = Π

r=1



 1-
xr

2+ yr
2

2xr z
+

xr
2+ yr

2

z 2

すると f( )z は次のように冪級数に展開される。

f( )z  = 1+a1z1 +a2z2 +a3z3 +a4z4 +

但し、

a1 = -Σ
r1=1



xr1

2+ yr1

2

2xr1

a2 =  Σ
r1=1



Σ
 r2=r1+1



 xr1

2 + yr1

2
 xr2

2+ yr2

2

22 xr1
xr2

 + Σ
r1=1



xr1

2 + yr1

2

20

a3 = -Σ
r1=1



Σ
 r2=r1+1



Σ
 r3=r2+1



 xr1

2+ yr1

2
 xr2

2 + yr2

2
 xr3

2 + yr3

2

23 xr1
xr2

xr3 -Σ
r1=1



Σ
 r2=r1+1



 xr1

2+ yr1

2
 xr2

2+ yr2

2

21
 xr1

+ xr2

a4 =  Σ
r1=1



Σ
 r2=r1+1



Σ
 r3=r2+1



Σ
 r4=r3+1



 xr1

2 + yr1

2
 xr2

2+ yr2

2
 xr3

2+ yr3

2
 xr4

2 + yr4

2

24xr1
xr2

xr3
xr4

  + Σ
r1=1



Σ
 r2=r1+1



Σ
 r3=r2+1



 xr1

2+ yr1

2
 xr2

2 + yr2

2
 xr3

2+ yr3

2

22
 xr1

xr2 + xr1 
xr3 

+ xr2
xr3

  + Σ
r1=1



Σ
 r2=r1+1



 xr1

2+ yr1

2
 xr2

2+ yr2

2

20

　　 

a2n-1 = -Σ
r1=1



Σ
 r2=r1+1


 Σ

 r2n-1=r2n-2+1



 xr1

2+ yr1

2
 xr2

2+ yr2

2   xr2n-1

2 + yr2n-1

2

22n-1 xr1
xr2
 xr2n-1

- Σ
r1=1



Σ
 r2=r1+1


 Σ

 r2n-2=r2n-3+1



 xr1

2+ yr1

2
 xr2

2 + yr2

2   xr2n-2

2 + yr2n-2

2

22n-3
 xr1

xr2
xr2n-3

+ xr1
xr2
xr2n-2

++ xr2
xr3
xr2n-2



- Σ
r1=1



Σ
 r2=r1+1


 Σ

 rn=rn-1+1



 xr1

2+ yr1

2
 xr2

2+ yr2

2   xrn

2 + yrn

2

21
 xr1

+ xr2
+  + xrn

a2n =  Σ
r1=1



Σ
 r2=r1+1


 Σ

 r2n=r2n-1+1



 xr1

2+ yr1

2
 xr2

2+ yr2

2   xr2n

2 + yr2n

2

22n xr1
xr2
 xr2n

+ Σ
r1=1



Σ
 r2=r1+1


 Σ

 r2n-1=r2n-2+1



 xr1

2+ yr1

2
 xr2

2 + yr2

2   xr2n-1

2 + yr2n-1

2

22n-2
 xr1

xr2  xr2n-2
+ xr1

xr2  xr2n-1
+  + xr2

xr3  xr2n-1



+ Σ
r1=1



Σ
 r2=r1+1


 Σ

 rn=rn-1+1



 xr1

2+ yr1

2
 xr2

2 + yr2

2  xrn

2 + yrn

2

20

- 10 -



系 ３・５・１ （共役虚根を持つ無限次方程式）

　無限次方程式

1+a1z1 +a2z2 +a3z3 +a4z4 + = 0

がその根 zk =  iyk  ,  yk  0 ( ) k=1,2,3, で完全に因数分解されるとき、

a2r-1 = 0 ( ) r=1,2,3, 

a2 = Σ
r1=1



yr1

2

1

a4 =  Σ
r1=1



Σ
 r2=r1+1



yr1

2 yr2

2

1

a6 =  Σ
r1=1



Σ
 r2=r1+1



Σ
 r3=r2+1



yr1

2 yr2

2 yr3

2

1

a8 = Σ
r1=1



Σ
 r2=r1+1



Σ
 r3=r2+1



Σ
 r4=r3+1



yr1

2 yr2

2 yr3

2 yr4

2

1

 

３・６ 根と係数の関係（その４）

公式 ３・６・１ （共役複素根を持つ無限次方程式）

　複素平面上の関数 f( )z が零点 zk = xk  iyk  ,  yk  0 ( ) k=1,2,3,  を持ち、次の

ように不完全に因数分解されるとする。

f( )z  = Π
k=1



 1-
zk

z
e

zk

z

 = Π
r=1



 1-
xr

2+ yr
2

2xr z
+

xr
2+ yr

2

z 2

e
xr

2 + yr
2

2xr z

すると f( )z は次のように冪級数に展開される。

f( )z  = 1+c1z1 +c2z2 +c3z3 +c4z4 +

    cr = Σ
s=0

r

( )-1 s 

s!

ar-s a1
s

但し、
a0 = 1

a1 = -Σ
r1=1



xr1

2 + yr1

2

2xr1

a2 =  Σ
r1=1



Σ
 r2=r1+1



 xr1

2 + yr1

2
 xr2

2 + yr2

2

22 xr1
xr2

 + Σ
r1=1



xr1

2 + yr1

2

20

a3 = -Σ
r1=1



Σ
 r2=r1+1



Σ
 r3=r2+1



 xr1

2 + yr1

2
 xr2

2 + yr2

2
 xr3

2 + yr3

2

23 xr1
xr2

xr3 -Σ
r1=1



Σ
 r2=r1+1



 xr1

2 + yr1

2
 xr2

2 + yr2

2

21
 xr1

+ xr2

a4 =  Σ
r1=1



Σ
 r2=r1+1



Σ
 r3=r2+1



Σ
 r4=r3+1



 xr1

2 + yr1

2
 xr2

2 + yr2

2
 xr3

2 + yr3

2
 xr4

2 + yr4

2

24xr1
xr2

xr3
xr4

  + Σ
r1=1



Σ
 r2=r1+1



Σ
 r3=r2+1



 xr1

2 + yr1

2
 xr2

2 + yr2

2
 xr3

2 + yr3

2

22
 xr1

xr2 + xr1 
xr3 

+ xr2
xr3
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  + Σ
r1=1



Σ
 r2=r1+1



 xr1

2 + yr1

2
 xr2

2 + yr2

2

20

   

a2n-1 = -Σ
r1=1



Σ
 r2=r1+1


 Σ

 r2n-1=r2n-2+1



 xr1

2 + yr1

2
 xr2

2 + yr2

2   xr2n-1

2 + yr2n-1

2

22n-1 xr1
xr2
 xr2n-1

     - Σ
r1=1



Σ
 r2=r1+1


 Σ

 r2n-2=r2n-3+1



 xr1

2 + yr1

2
 xr2

2 + yr2

2   xr2n-2

2 + yr2n-2

2

22n-3
 xr1

xr2
 xr2n-3

+ xr1
xr2
 xr2n-2

+ + xr2
xr3
 xr2n-2

     

     - Σ
r1=1



Σ
 r2=r1+1


 Σ

 rn=rn-1+1



 xr1

2 + yr1

2
 xr2

2 + yr2

2   xrn

2 + yrn

2

21
 xr1

+ xr2
+  + xrn

a2n =  Σ
r1=1



Σ
 r2=r1+1


 Σ

 r2n=r2n-1+1



 xr1

2 + yr1

2
 xr2

2 + yr2

2   xr2n

2 + yr2n

2

22n xr1
xr2
 xr2n

+ Σ
r1=1



Σ
 r2=r1+1


 Σ

 r2n-1=r2n-2+1



 xr1

2 + yr1

2
 xr2

2 + yr2

2   xr2n-1

2 + yr2n-1

2

22n-2
 xr1

xr2  xr2n-2
+ xr1

xr2  xr2n-1
+  + xr2

xr3  xr2n-1



+ Σ
r1=1



Σ
 r2=r1+1


 Σ

 rn=rn-1+1



 xr1

2 + yr1

2
 xr2

2 + yr2

2  xrn

2 + yrn

2

20

　特に c1  c4  は次のような より高速な式で表される。

c1 = 0

c2 = -
2
1
Σ
r1=1



 xr1

2 + yr1

2

2xr1

2

 + Σ
r1=1



xr1

2 + yr1

2

20

c3 = - 3
1
Σ
r1=1



 xr1

2 + yr1

2

2xr1

3

+Σ
r1=1



xr1

2 + yr1

2

2xr1 Σ
r1=1



xr1

2 + yr1

2

20

 -Σ
r1=1



Σ
 r2=r1+1



 xr1

2 + yr1

2
 xr2

2 + yr2

2

21
 xr1

+ xr2

c4 = - 
8
1
Σ
r1=1



 xr1

2 + yr1

2

2xr1

4

 + 
4
1
Σ
r1=1



Σ
 r2=r1+1



 xr1

2 + yr1

2

2xr1

2

 xr2

2 + yr2

2

2xr2

2

  -  Σ
r1=1



Σ
 r2=r1+1



 xr1

2 + yr1

2
 xr2

2 + yr2

2

21
 xr1

+ xr2

Σ
r1=1



xr1

2 + yr1

2

2xr1
 + 

2
1

 Σ
r1=1



xr1

2 + yr1

2

2xr1

2

Σ
r1=1



xr1

2 + yr1

2

20

  + Σ
r1=1



Σ
 r2=r1+1



Σ
 r3=r2+1



 xr1

2 + yr1

2
 xr2

2 + yr2

2
 xr3

2 + yr3

2

22
 xr1

xr2 + xr1 
xr3 

+ xr2
xr3 +Σ

r1=1



Σ
 r2=r1+1



 xr1

2 + yr1

2
 xr2

2 + yr2

2

20

系 ３・６・１ （実数部が 1/2 の根を持つ無限次方程式）

　複素平面上の関数 f( )z が零点 zk = 1/2 iyk  ,  yk  0 ( ) k=1,2,3,  を持ち、次のように

不完全に因数分解されるとする。

f( )z  = Π
k=1



 1-
zk

z
e

zk

z

 = Π
r=1



 1-
1/4+ yr

2

z
+

1/4+ yr
2

z 2

e
1/4 + yr

2
z

すると f( )z は次のように冪級数に展開される。

- 12 -



f( )z  = 1+c1z1 +c2z2 +c3z3 +c4z4 +

    cr = Σ
s=0

r

( )-1 s 

s!

ar-s a1
s

但し、

a0 = 1

a1 = -Σ
r1=1



1/4+ yr1

2

1

a2 =  Σ
r1=1



Σ
 r2=r1+1



 1/4+yr1

2
 1/4+yr2

2

1
 + Σ

r1=1



1/4+yr1

2

1

a3 = -Σ
r1=1



Σ
 r2=r1+1



Σ
 r3=r2+1



 1/4+yr1

2
 1/4+yr2

2
 1/4+yr3

2

1

 -Σ
r1=1



Σ
 r2=r1+1



 1/4+yr1

2
 1/4+yr2

2

2

a4 =  Σ
r1=1



Σ
 r2=r1+1



Σ
 r3=r2+1



Σ
 r4=r3+1



 1/4+yr1

2
 1/4+yr2

2
 1/4+yr3

2
 1/4+yr4

2

1

  + Σ
r1=1



Σ
 r2=r1+1



Σ
 r3=r2+1



 1/4+yr1

2
 1/4+yr2

2
 1/4+yr3

2

3

  + Σ
r1=1



Σ
 r2=r1+1



 1/4+yr1

2
 1/4+yr2

2

1

　　 

　特に c1  c4  は次のような より高速な式で表される。

c1 = 0

c2 = -
2
1
Σ
r1=1



 1/4+yr1

2

1 2

 + Σ
r1=1



1/4+yr1

2

1

c3 = - 3
1
Σ
r1=1



 1/4+yr1

2

1 3

 + Σ
r1=1



 1/4+yr1

2

1 2

c4 = - 8
1
Σ
r1=1



 1/4+yr1

2

1 4 

+Σ
r1=1



 1/4+yr1

2

1 3 

- 
2
1
Σ
r1=1



 1/4+yr1

2

1 2 

Σ
r1=1



1/4+yr1

2

1

  +
4
1
Σ
r1=1



Σ
 r2=r1+1



 1/4+yr1

2

1 2

 1/4+yr2

2

1 2 

+Σ
r1=1



Σ
 r2=r1+1



 1/4+yr1

2
 1/4+yr2

2

1
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４　リーマン仮説と同値な級数の和

４・１ -z( )1-z の因数分解

公式 ４・１・１ ( )０の周りの因数分解 

　  をオイラー・マスケロ二の定数、 ( )z をリーマン・ゼータ関数、その非自明な零点を

xn+ iyn    n =1,2,3,  とするとき、次式が成立する。

-z( )1-z  = 
2 ( )3-z  2


e
 log2-1- 2


z

Π
n =1



 1-
xn

2+ yn
2

2xn z
+

xn
2+ yn

2

z2

e
xn

2 + yn
2

2xn z

４・２ スチルチェス定数によるマクローリン展開

公式 ４・２・１

　 ( )z をリーマン・ゼータ関数とするとき、全複素平面上で次式が成立する。

-z( )1-z  = 1 - Σ
s=1



s!
ss-1

zs

但し s  は次式で定義されるスチルチェス定数である。

s = lim
n Σ

k=1

n

k
( )log k s

-
s+1

( )log n s+1

４・３ アダマール積によるマクローリン展開

　 r( )z をポリガンマ関数とし、 an , bn , cn   n =1,2,3 はそれぞれ次のようであるとする。

a1 = 2!!
1

0 2
3

   ,   a2 = 4!!
1
 0

2 2
3

-1 2
3

     ,   a3 = 6!!
1
 0

3 2
3

-30 2
3

1 2
3

+2 2
3

b1 = 1!
1
 log 2-1-

2
 1

 ,  b2 = 2!
1
 log 2-1-

2
 2

 ,  b3 = 3!
1
 log 2-1-

2
 3

c1 = 0 ,   c2 = - 2
1
Σ
r1=1



 xr1

2 + yr1

2

2xr1

2

+Σ
r1=1



xr1

2 + yr1

2

20

   ,

　  c3 = - 3
1
Σ
r1=1



 xr1

2 + yr1

2

2xr1

3

+Σ
r1=1



xr1

2 + yr1

2

2xr1 Σ
r1=1



xr1

2 + yr1

2

20

-Σ
r1=1



Σ
 r2=r1+1



 xr1

2 + yr1

2
 xr2

2 + yr2

2

21
 xr1

+ xr2

すると、

-z( )1-z  = 1 + z1
 a1+b1

      + z2
 a2+b2+c2+a1b1

      + z3
 a3+b3+c3+a2b1+b2a1+c2a1+c2b1

      +
       (3.0)

１次、２次、３次の係数

　公式 ４・２・１ と (3.0) を比較することにより、次の公式を得る。
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公式 ４・３・１

　   をオイラー・マスケロ二の定数、 k をスチルチェス定数、 s( )z をポリガンマ関数、リーマン・ゼータ

関数の非自明な零点を xn+ iyn    n =1,2,3, とするとき、次式が成り立つ。

-0 = 
2!!
1

0 2
3

 + log 2-1-
2


-1 = 
2

0
2

- 4!!
1

1 2
3

- 2
1
Σ
r1=1



 xr1

2 + yr1

2

2xr1

2

+Σ
r1=1



xr1

2 + yr1

2

20

-
2
2

 = 3
0

3

 + 01 + 
6!!
1

2 2
3

-
3
1
Σ
r1=1



 xr1

2 + yr1

2

2xr1

3

+Σ
r1=1



xr1

2 + yr1

2

2xr1 Σ
r1=1



xr1

2 + yr1

2

20

-Σ
r1=1



Σ
 r2=r1+1



 xr1

2 + yr1

2
 xr2

2 + yr2

2

21
 xr1

+ xr2

４・４ リーマン仮説と同値な命題

　公式 ４・３・１ から、リーマン仮説と同値な次の命題が得られる。

命題 ４・４・１

　 k をスチルチェス定数、 s( )z をポリガンマ関数、リーマン・ゼータ関数の非自明な零点を

1/2+iyr    r =1,2,3, とするとき、次式が成り立つ。

Σ
r =1



1/4+ yr
2

1
  =  0 - 2

1
log + 

2
1
0 2

3
(4.11)

Σ
r=1



 1/4+ yr
2

1 2

 =  0
2 + 20 +21 - log + 0 2

3
- 4

1
1 2

3
(4.12)

Σ
r=1



 1/4+ yr
2

1 3

 =  0
3 +30

2 +60 +61 +301 + 
2
3
2 -3log

 + 30 2
3

- 4
3
1 2

3
+

16
1

2 2
3

(4.13)

数値計算

　臨界線上の零点 yr を 20,000 個を取り、数式処理ソフト Mathematica により (4.11)  (4.13) を計算する

と、それぞれ次のようになる。。

 

 

この両辺は有効 3 桁まで一致している。
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この両辺は有効 9 桁まで一致している。

この両辺は有効 15 桁まで一致している。この桁数が 27 桁に至っていないのは右辺の計算精度が低いため

と思われる。

2024.03.24

河野 和

広島市

宇宙人の数学
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