
１ 無限級数の累乗

１・１　多重コーシー積

　無限級数の累乗計算には多項定理が役に立たない。何故ならば、多項定理は項数に依存する

から、項数が無限大の級数には適用できないからである。無限級数の累乗計算には多重コーシー

積が有用である。

公式 １・１・１ （無限級数の多重コーシー積）

　収束する複数個の無限級数について、次式が成立する。

 Σ
r=0


ar  Σ

r=0


br  = Σ

r=0



Σ
s=0

r

ar-s bs (1.2)

 Σ
r=0


ar  Σ

r=0


br  Σ

r=0


cr  = Σ

r=0



Σ
s=0

r

Σ
t=0

s

ar-s bs-t ct (1.3)

 Σ
r=0


ar  Σ

r=0


br  Σ

r=0


cr  Σ

r=0


dr  = Σ

r=0



Σ
s=0

r

Σ
t=0

s

Σ
u =0

t

ar-s bs-t ct-u du (1.4)



 Σ
r=0


a1,r  Σ

r=0


a2,r   Σ

r=0


an,r  = Σ

r1=0



Σ
 r2=0

r1

Σ
 rn=0

rn-1

a1,r1-r2 a2,r2-r3
 an-1,rn-1-rn an,rn

(1.n)

特に、

 Σ
r=0


ar  Σ

r=0


( )-1 rar  = Σ

r=0



Σ
s=0

2r

( )-1 sas a2r-s (1.2)

証明

　２つの級数のコーシー積は次のように表される。

 Σ
r=0


ar  Σ

r=0


br  = Σ

r=0



Σ
s=0

r

as br-s (2

)

a ,b  を逆順にして (1.2) を得る。

　次に

Σ
s=0

r

as br-s = Br (B)

と置けば

 Σ
r=0


ar  Σ

r=0


br  Σ

r=0


cr =  Σ

r=0


Br  Σ

r=0


cr

(2

) により

 Σ
r=0


Br  Σ

r=0


cr  = Σ

r=0



Σ
s=0

r

Bs cr-s

そして (B) において st , rs  と置換すれば

Bs = Σ
t=0

s

at bs-t

これを上に代入して
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 Σ
r=0


Br  Σ

r=0


cr  = Σ

r=0



Σ
s=0

r

Σ
t=0

s

at bs-t cr-s

i.e.

 Σ
r=0


ar  Σ

r=0


br  Σ

r=0


cr  = Σ

r=0



Σ
s=0

r

Σ
t=0

s

at bs-t cr-s

a ,b , c  を逆順にして (1.3) を得る。

　次に、

Σ
s=0

r

Σ
t=0

s

at bs-t cr-s = Cr (C)

と置けば

 Σ
r=0


ar  Σ

r=0


br  Σ

r=0


cr  Σ

r=0


dr  =  Σ

r=0


Cr  Σ

r=0


dr

(2

) により

 Σ
r=0


Cr  Σ

r=0


dr  = Σ

r=0



Σ
s=0

r

Cs dr-s

そして (C) において tu , st , rs  と置換すれば

Cs = Σ
t=0

s

Σ
u =0

t

au bt-u cs-t

これを上に代入して

 Σ
r=0


Cr  Σ

r=0


dr  = Σ

r=0



Σ
s=0

r

Σ
t=0

s

Σ
u =0

t

au bt-u cs-tdr-s

i.e.

 Σ
r=0


ar  Σ

r=0


br  Σ

r=0


cr  Σ

r=0


dr  = Σ

r=0



Σ
s=0

r

Σ
t=0

s

Σ
u =0

t

au bt-u cs-t dr-s

a ,b , c,d  を逆順にして (1.4) を得る。以下、類似の方法により、(1.n) を得る。

(1.2) において br = ( )-1 rar  と置けば、

 Σ
r=0


ar  Σ

r=0


( )-1 rar  = Σ

r=0



Σ
s=0

r

ar-s ( )-1 sas = Σ
r=0



Σ
s=0

r

( )-1 sas ar-s

= Σ
s=0

0

( )-1 sas a0-s +Σ
s=0

1

( )-1 sas a1-s +Σ
s=0

2

( )-1 sas a2-s +Σ
s=0

3

( )-1 sas a3-s +

= Σ
s=0

0

( )-1 sas a0-s + Σ
s=0

2

( )-1 sas a2-s + Σ
s=0

4

( )-1 sas a4-s +

  Σ
s=0

2n -1

( )-1 sas a2n-1-s = 0    for n=1,2,3,

よって

 Σ
r=0


ar  Σ

r=0


( )-1 rar  = Σ

r=0



Σ
s=0

2r

( )-1 sas a2r-s

例　３重コーシー積

数式処理ソフト Matematica を用いて (1.3) を m =4 まで展開すると次のようになる。
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 　特に a0 = 1 , b0 = 1 , c0 = 1  のときは

 

　公式 １・１・１ において ar , br , cr ,  を ar z
r , br z

r , cr z
r ,  に置換することにより、

直ちに次の公式が得られる。

公式 １・１・２ （冪級数の多重コーシー積）

　収束する複数個の冪級数について、次式が成立する。

 Σ
r=0


ar z

r  Σ
r=0


br z

r  = Σ
r=0



Σ
s=0

r

ar-s bs z
r (1.2')

 Σ
r=0


ar z

r  Σ
r=0


br z

r  Σ
r=0


cr z

r  = Σ
r=0



Σ
s=0

r

Σ
t=0

s

ar-s bs-t ct  z
r (1.3')

 Σ
r=0


ar z

r  Σ
r=0


br z

r  Σ
r=0


cr z

r  Σ
r=0


dr z

r  = Σ
r=0



Σ
s=0

r

Σ
t=0

s

Σ
u =0

t
ar-s bs-t ct-u du z

r (1.4')



 Σ
r=0


a1,r z

r  Σ
r=0


a2,r z

r   Σ
r=0


an,r z

r

= Σ
r1=0



Σ
 r2=0

r1

Σ
 rn=0

rn-1

a1,r1-r2 a2,r2-r3
 an-1,rn-1-rn an,rn z

r1 (1.n')

特に、

 Σ
r=0


ar z

r  Σ
r=0


( )-1 rar z

r  = Σ
r=0



Σ
s=0

2r

( )-1 sas a2r-s z
2r (1.2')

例1　記号計算

　数式処理ソフト Matematica を用いて (1.3') を m =4 まで展開すると次のようになる。
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　特に a0 = 1 , b0 = 1 , c0 = 1  のときは

 

例２　数値計算

f( )z  = 5+z
5

 = 1 +  -
5
1 1

z1 +  -
5
1 2

z2 +  -
5
1 3

z3 + | |z < 5

g( )z  = e 3
z

   = 1 + 
1!31

1
z1 + 

2!32

1
z2 + 

3!33

1
z3 +

h( )z  = cos z  = 1 + 1!
z1

cos 2
1

+ 2!
z2 

cos 2
2

+ 3!
z3 

cos 2
3

 +

数式処理ソフト Matematica を用いてこれらの積を m =12 まで計算すればつぎのようになる。

 

 

そしてこれを f( )z g( )z h( )z  と共に図示すれば次のようになる。両者は -4 付近を除いてほぼ
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一致している。

例３　(1.2)

 Σ
r=0



r!
1

zr  Σ
r=0



r!
( )-1 r

zr  = Σ
r=0



Σ
s=0

2r

( )-1 s

s!
1

( )2r-s !
1

z2r

  = Σ
r=0



( )2r !
1
 Σ

s=0

2r

( )-1 s Ｃ2r s z2r

  = 0!
1

Ｃ0 0 z0 +Σ
r=1



( )2r !
1
 Σ

s=0

2r

( )-1 s Ｃ2r s z2r

  = 1      Σ
s=0

2r

( )-1 s Ｃ2r s = 0

これは ez e-z = 1  に一致する。
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１・２　無限級数の累乗（その１）

　公式 １・１・１ において a = b = c =  = a  と置くことにより、直ちに次の公式を得る。

公式 １・２・１ （無限級数の累乗）

　収束する無限級数について、次式が成立する。

 Σ
r=0


ar

2

 = Σ
r=0



Σ
s=0

r

ar-s as (2.2)

 Σ
r=0


ar

3

 = Σ
r=0



Σ
s=0

r

Σ
t=0

s

ar-s as-t at (2.3)

 Σ
r=0


ar

4

 = Σ
r=0



Σ
s=0

r

Σ
t=0

s

Σ
u =0

t

ar-s as-t at-u au (2.4)



 Σ
r=0


ar

n

 = Σ
r1=0



Σ
 r2=0

r1

Σ
 rn=0

rn-1

ar1-r2 ar2-r3
 arn-1-rn arn

(2.n)

例　ゼータ級数の３乗

　数式処理ソフト Matematica を用いて (2.3) を m =7 まで展開すると次のようになる。

 

ゼータ級数は

( )z  = Σ
r=0



( )r+1 z

1
 = 1+

2z

1
+

3z

1
+

4z

1
+ Re( )z >1

であるから、 a0 1  ,  ar  "1/( )r+1 z"     r=1,2,3,  と置換すれば次のようになる。
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　以上は記号計算であったが、これを数値計算して 3( )z と共に図示すると次のようになる。

m =50 まで計算しているが、両者はほぼ重なっていて青（ 3( )z ） は見えない。

 

　公式 １・２・１ において ar  を ar z
r  に置換することにより、直ちに次の公式が得られる。

公式 １・２・２ （冪級数の累乗）

　収束する冪級数について、次式が成立する。

 Σ
r=0


ar z

r
2

 = Σ
r=0



Σ
s=0

r

ar-s as z
r (2.2')

 Σ
r=0


ar z

r
3

 = Σ
r=0



Σ
s=0

r

Σ
t=0

s

ar-s as-t at z
r (2.3')

 Σ
r=0


ar z

r
4

 = Σ
r=0



Σ
s=0

r

Σ
t=0

s

Σ
u =0

t

ar-s as-t at-u au z
r (2.4')



 Σ
r=0


ar z

r
n

 = Σ
r1=0



Σ
 r2=0

r1

Σ
 rn=0

rn-1

ar1-r2 ar2-r3
 arn-1-rn arn z

r (2.n')

例　オール３ 冪級数

　次のような級数の３乗を計算する。

Σ
r=0



( )3r !
z3r

 = 3
1  ez + 2e-z/2cos 2

3z
  f( )z

右辺の３乗のマクローリン展開は可能であるが、それはそう簡単ではない。そこで我々は素直に
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左辺の３乗を試みる。先ず、数式処理ソフト Matematica を用いて (2.3') を m =6 まで展開する

と次のようになる。

 

ここで a0 1  ,  ar  "1/( )3r !"   ( )r =1,2,3,   , z z 3
 と置換すれば次のようになる。

 

　以上は記号計算であったが、これを数値計算すると次のようになる。

 

これを f 3( )z と共に図示すると次のようになる。両者はぴったり重なっていて、青（ f 3( )z ）は

見えない。
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１・３　無限級数の累乗（その２）

公式 １・３・１ （無限級数の累乗）

　収束する無限級数について、次式が成立する。

 Σ
r=0


ar

2

 = Σ
r=0


ar 

2 +2Σ
r=0



Σ
s=r+1


ar as (3.2)

 Σ
r=0


ar

3

 = Σ
r=0


ar 

3 +3 Σ
r=0


ar  Σ

r=0



Σ
s=r+1


ar as -3Σ

r=0



Σ
s=r+1



Σ
t=s+1


ar as at (3.3)

 Σ
r=0


ar

4

 = 2Σ
r=0


ar 

4 - Σ
r=0


ar

2
2 

+4 Σ
r=0


ar 

2

 Σ
r=0



Σ
s=r+1


ar as

- 8 Σ
r=0


ar  Σ

r=0



Σ
s=r+1



Σ
t=s+1


ar as at +8Σ

r=0



Σ
s=r+1



Σ
t=s+1



Σ
u =t+1


ar as at au  (3.4)

証明

( )a+b 2 = a 2+b 2 +2ab
これに次のような置換を行って (3.2) を得る。

a+bΣ
r=0


ar   ,   a

2+b 2Σ
r=0


ar 

2   ,   abΣ
r=0



Σ
s=r+1


ar as

　次に

( )a+b+c 3 = a 3+b 3+c3 +3a 2b+3ab 2+3a 2c+3ac2+3b 2c+3bc2 + 6abc

= a 3+b 3+c3 +3 a 2b +ab 2+a 2c+ac2+b 2c+bc2+3abc -3abc
ここで

a 2b +ab 2+a 2c+ac2+b 2c+bc2+3abc = ( )a+b+c ( )ab+bc+ca
これを上に代入して

( )a+b+c 3 = a 3+b 3+c3 +3( )a+b+c ( )ab+bc+ca -3abc
これに次のような置換を行って (3.3) を得る。

a 3+b 3+c3  Σ
r=0


ar 

3 , a+b+c  Σ
r=0


ar , ab+bc+ca  Σ

r=0



Σ
s=r+1


ar as

  , abc  Σ
r=0



Σ
s=r+1



Σ
t=s+1


ar as at

　４次の場合、類似の計算を行うと次を得る。

( )a+b+c+d 4 = a 4+b 4+c4 +d 4 - 2 a 2b 2+a 2c2+a 2d 2+b 2c2+b 2d 2+c2d 2

 + 4( )a +b+c+d 2( )ab+ac+ad+bc+bd+cd
 - 8( )abc+abd+acd+bcd ( )a +b+c+d
 + 8abcd

これに次のような置換を行う。

a+b +c+d  Σ
r=0


ar , a 4+b 4+c4 +d 4  Σ

r=0


ar 

4

a 2b 2+a 2c2+a 2d 2+b 2c2+b 2d 2+c2d 2  Σ
r=0



Σ
s=r+1


ar 

2as
2

ab+ac+ad+bc+bd+cd  Σ
r=0



Σ
s=r+1


ar as
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abc+abd+acd+bcd  Σ
r=0



Σ
s=r+1



Σ
t=s+1


ar as at   ,   abcd  Σ

r=0



Σ
s=r+1



Σ
t=s+1



Σ
u =t+1


ar as at au

すると、次を得る。

 Σ
r=0


ar

4

 = Σ
r=0


ar 

4 -2Σ
r=0



Σ
s=r+1


ar 

2as
2 +4 Σ

r=0


ar 

2

 Σ
r=0



Σ
s=r+1


ar as

- 8 Σ
r=0


ar  Σ

r=0



Σ
s=r+1



Σ
t=s+1


ar as at +8Σ

r=0



Σ
s=r+1



Σ
t=s+1



Σ
u =t+1


ar as at au (3.4w)

このままでも良いのだが、これは使い勝手が今一である。そこで、

2Σ
r=0



Σ
s=r+1


ar 

2as
2 =  Σ

r=0


ar

2
2 

- Σ
r=0


ar 

4 

を (3.4w) に代入して (3.4) を得る。

　５次以上の場合、簡単な式は得られない。

例　無限級数の３乗

　数式処理ソフト Matematica を用いて (3.3) を m =5 まで展開すると次のようになる。長いので

4行目以下を省略して等価の検証を行い、ついでに m =100  の場合も等価の検証を行って

いる。結果、いづれの場合も両辺は等しいことが確認された。

 

 

　公式 １・３・１ において ar  を ar z
r  に置換することにより、直ちに次の公式が得られる。
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公式 １・３・２ （冪級数の累乗）

　収束する冪級数について、次式が成立する。

 Σ
r=0


ar z

r
2 

= Σ
r=0


ar

2 z2r +2Σ
r=0



Σ
s=r+1


ar as z

r+s 
(3.2')

 Σ
r=0


ar z

r
3 

= Σ
r=0


ar

3 z 3r +3 Σ
r=0


ar z

r  Σ
r=0



Σ
s=r+1


ar as z

r+s -3Σ
r=0



Σ
s=r+1



Σ
t=s+1


ar as at z

r+s+t

(3.3')

 Σ
r=0


ar z

r
4 

= 2Σ
r=0


ar

4 z 4r -  Σ
r=0


ar 

2z 2r
2 

+ 4 Σ
r=0


ar z

r
2

 Σ
r=0



Σ
s=r+1


ar as z

r+s

    -8 Σ
r=0


ar z

r  Σ
r=0



Σ
s=r+1



Σ
t=s+1


ar as at z

r+s+t +8Σ
r=0



Σ
s=r+1



Σ
t=s+1



Σ
u =t+1


ar as at au z

r+s+t+u

     (3.4')

例　冪級数の４乗

　数式処理ソフト Matematica を用いて (3.4') を m =5 まで展開すると次のようになる。長いので

4行目以下を省略して等価の検証を行い、ついでに m =50  の場合も等価の検証を行っている。

結果、いづれの場合も両辺は等しいことが確認された。
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