
４ リーマン仮説と同値な級数の和
　前章 「 03 無限次方程式における根と係数 」 の応用例として、本章ではリーマン仮説と同値な

級数の和を取り上げる。そのような級数とその和は、関数 -z( )1-z のマクローリン級数におけ

る根と係数の関係から得られる。なお、この関数は完備化されたリーマン・ゼータの一部である。

４・１ -z( )1-z の因数分解

本節では先ず、 -z( )1-z を０ の周りで因数分解する。

公式 ４・１・１ ( )０の周りの因数分解 

 をオイラー・マスケロ二の定数、 ( )z をリーマン・ゼータ関数、その非自明な零点を

xn+ iyn    n =1,2,3,  とするとき、次式が成立する。
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証明

　完備化されたゼータ関数が次のようであるとする。
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リーマン・ゼータ関数編 「 08 完備化されたリーマン・ゼータの因数分解 」 公式 ８・１・１ によれば

( )z は次のようなアダマール積で表された。
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関数等式 ( )z =( )1-z が成立するから

( )1-z  = e log2 +
2

log
-1-

2


z

Π
k=1



 1-
zk

z
e zk

z

(wR)

(wL) と (wR) より

-z( )1-z 
-

2

1-z

 2
1-z ( )1-z  = e log2 +

2

log
-1-

2


z

Π
k=1



 1-
zk

z
e zk

z

これより

-z( )1-z  =

2
1-z  2

1-z
2
1
 2

1-z

e log2 +
2

log
-1-

2


z

Π
k=1



 1-
zk

z
e zk

z

- 1 -

http://sugaku.sakura.ne.jp/je03.pd
http://sugaku.sakura.ne.jp/jb08.pdf


ここで
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これらを上に代入して
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非自明な零点を zk = xk  iyk   k=1,2,3,  とすれば、
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もし、 xn = 1/2   n=1,2,3,  、ならば
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自明な零点

　 ( )1-z の自明な零点 z =3,5,7,  は  ( )3-z  2
1

中に含まれる。

何故ならば、アラカルト編 「 １１ ガンマ関数の逆数の級数展開 」 の 公式 １１・１・１ (1.3+) は

次のようであった。
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指数関数 ez  は零点を持たないから、この式は z =3,5,7,  が  ( )3-z  2
1

の零点で

あることを示している。
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４・２ スチルチェス定数によるマクローリン展開

公式 ４・２・１

　 ( )z をリーマン・ゼータ関数とするとき、全複素平面上で次式が成立する。
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但し s  は次式で定義されるスチルチェス定数である。
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導出

　 z =1 を除く全複素平面上で次式が成立することが知られている。。
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Note
　関数 -z( )1-z は複素平面上に特異点を持たない。従って、(2.1) の収束半径は無限大で

ある。
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４・３ アダマール積によるマクローリン展開

　第１節で見たように、 ( )z の非自明な零点を zk = xk  iyk   k=1,2,3,  とするとき、

関数 -z( )1-z は次のように因数分解された。
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これを構成する各関数はそれぞれ次のようにマクローリン展開される。

ガンマ関数の逆数のマクローリン展開

　アラカルト編 「 12 ガンマ関数とその逆数の級数展開 」 公式 １２・３・３ によれば、 s( )z を

ポリガンマ関数とし Bs,k f1 , f2 , を Bell 多項式とするとき、(1.1) のガンマ関数（逆数）は次の

ようにマクローリン展開された。
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指数関数のマクローリン展開

　(1.1) の指数関数は次のようにマクローリン展開される。
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非自明な零点のマクローリン展開

　無限次方程式編 「 03 無限次方程式における根と係数 」 公式 ３・６・１ によると、(1.1) の

非自明な零点は次のようにマクローリン展開される。
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-z( )1-z の マクローリン級数

　 -z( )1-z のマクローリン級数は (3.g), (3.e), (3.z) の積から成る。即ち、
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　無限次方程式編 「 01 無限級数の累乗 」 公式 １・１・２ によると、(1.1) の３つの級数の積は

次式で示される。（ 但し、 a0 = b0 = c0 =1 ）
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と置けば、

-z( )1-z  = 1 + z1
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-z( )1-z  = 1 + z1
 a1+b1
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 a2+b2+c2+a1b1

      + z3
 a3+b3+c3+a2b1+b2a1+c2a1+c2b1
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１次、２次、３次の係数

　公式 ４・２・１ と (3.0) を比較することにより、次の公式を得る。

公式 ４・３・１

　   をオイラー・マスケロ二の定数、 k をスチルチェス定数、 s( )z をポリガンマ関数、リーマン・

ゼータ関数の非自明な零点を xn+iyn    n =1,2,3, とするとき、次式が成り立つ。
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証明

　公式 ４・２・１ より
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この係数を (3.0) の係数と比較すれば

-0  = a1+b1 (1)
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i.e.
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上記 a1  c3  を (1), (2), (3) にそれぞれ代入すれば
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２次の係数
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これを右辺の２項と３項に用いれば
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３次の係数
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3!
1
 log 2-1-

2
 3 

+ 
2!
1
 2

1
0 2

3
+0  log 2-1-

2
 2

+ 4!!
1
 0

2 2
3

-1 2
3

+
2

0
0 2

3
 log 2-1-

2


= -
3!
1
 0+

2
1
0 2

3 3 

+ 
2!
1
 2

1
0 2

3
+0  0+

2
1
0 2

3 2

- 4!!
1
 0

2 2
3

-1 2
3

+
2

0
0 2

3
 0+

2
1
0 2

3

= 
3
1
0

3 +
2

0
2

0 2
3

 +
4

0 0
2 2

3
+

24
1

0
3 2

3

-
8

0
0

2 2
3

+
8

0
1 2

3
-

16
1

0
3 2

3
+

16
1

0 2
3

1 2
3

-
2

0
2

0 2
3

-
4

0 0
2 2

3

= 
3

0
3

 -
8

0
0

2 2
3

-
48
1

0
3 2

3
+

8

0
1 2

3
+

16
1

0 2
3

1 2
3

これを上の右辺に代入して

-
2

2
 = 

3

0
3

 -
8

0
0

2 2
3

-
48
1

0
3 2

3
+

8

0
1 2

3
+

16
1

0 2
3

1 2
3

- 9 -



+
48
1

0
3 2

3
-

16
1

0 2
3

1 2
3

+
48
1

2 2
3

+
8

0
0

2 2
3

-
8

0
1 2

3
 + 01

     -
3
1
Σ
r1=1



 xr1

2 + yr1

2

2xr1
3

+Σ
r1=1



xr1

2 + yr1

2

2xr1
Σ
r1=1



xr1

2 + yr1

2

20

-Σ
r1=1



Σ
 r2=r1+1



 xr1

2 + yr1

2  xr2

2 + yr2

2

21
 xr1+ xr2

= 
3

0
3

 + 01 +
6!!
1

2 2
3

    -
3
1
Σ
r1=1



 xr1

2 + yr1

2

2xr1
3

+Σ
r1=1



xr1

2 + yr1

2

2xr1
Σ
r1=1



xr1

2 + yr1

2

20

-Σ
r1=1



Σ
 r2=r1+1



 xr1

2 + yr1

2  xr2

2 + yr2

2

21
 xr1+ xr2

(3.13)
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４・４ リーマン仮説と同値な命題

　前節 公式 ４・３・１ から、リーマン仮説と同値な次の命題が得られる。

命題 ４・４・１

　 k をスチルチェス定数、 s( )z をポリガンマ関数、リーマン・ゼータ関数の非自明な零点を

1/2+ iyr    r =1,2,3, とするとき、次式が成り立つ。
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2 2
3

(4.13)

同値性の証明

　リーマン・ゼータ関数編 「 08 完備化されたリーマン・ゼータの因数分解 」 定理 ８・２・４ に

よれば、もしリーマン仮説が真ならば次式が成立する。

Σ
r =1



1/4+ yr
2

1
 = 1+

2


- log 2-
2

log
(1.2')

他方、前節 より

 log 2-1-
2


 = -0 - 
2
1
0 2

3
(3.11')

後者を前者の右辺に代入すれば

Σ
r =1



1/4+ yr
2

1
 = 0 - 2

log
+ 

2
1
0 2

3
(4.11)

  次に、 xr1 = 1/2  を公式 ４・３・１ (3.12) の右辺に代入すれば

-1 = 
2

0
2

-
4!!
1

1 2
3

-
2
1
Σ
r1=1



 1/4+ yr1

2

1 2 

+ Σ
r1=1



1/4+ yr1

2

1

右辺末項に (1.2') を代入して整理すれば

Σ
r1=1



 1/4+ yr1

2

1 2

 = 0
2 +21 - 4

1
1 2

3
+ 2 1+

2


- log 2-
2

log

右辺末項の一部に (3.11') を代入すれば

Σ
r1=1



 1/4+ yr1

2

1 2

 = 0
2 + 20 +21 - log + 0 2

3
-

4
1
1 2

3
(4.12)

　次に、無限次方程式編 「 03 無限次方程式における根と係数 」 公式 ３・６・１ 及び 系 ３・６・１

によると、もし xr1 = 1/2  ならば
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-
3
1
Σ
r1=1



 xr1

2 + yr1

2

2xr1
3

+Σ
r1=1



xr1

2 + yr1

2

2xr1
Σ
r1=1



xr1

2 + yr1

2

20

-Σ
r1=1



Σ
 r2=r1+1



 xr1

2 + yr1

2  xr2

2 + yr2

2

21
 xr1+ xr2

= -
3
1
Σ
r1=1



 1/4+yr1

2

1 3

 + Σ
r1=1



 1/4+yr1

2

1 2

これを 公式 ４・３・１ (3.13) の右辺に代入すると

-
2

2
 = 

3

0
3

 + 01 + 
6!!
1

2 2
3

 -
3
1
Σ
r1=1



 1/4+yr1

2

1 3

 + Σ
r1=1



 1/4+yr1

2

1 2

さらに末項に (4.12) を代入すれば

-
2

2
 = 

3

0
3

 + 01 + 
6!!
1

2 2
3

 -
3
1
Σ
r1=1



 1/4+ yr1

2

1 3

+ 0
2 + 20 +21 - log + 0 2

3
-

4
1
1 2

3

これより

Σ
r1=1



 1/4+ yr1

2

1 3

 = 0
3 +30

2 +60 +61 +301 + 
2
3
2 -3log

    + 30 2
3

-
4
3
1 2

3
+

16
1

2 2
3

(4.13)

数値計算

　臨界線上の零点 yr を 30000 個を取り、数式処理ソフト Mathematica により (4.11)  (4.13) を

計算すると、それぞれ次のようになる。。
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リーマン仮説が成立する確率

　上の計算結果を見ると、冪が大きくなるほど近似度が上がっていることが分る。

特に 3 次の場合、臨界線上の最初の 3 万個の零点の絶対値の逆数の 6 乗の合計が理論値の

99.9999999999999% を占めている。このことは、リーマン仮説が成立する確率が少なくとも

99.9999999999999% ( 15 桁) 以上である ことを意味している。

　この確率は次数と共に上昇し、また、零点の個数と共に上昇する。両者を勘案すれば、リーマン

仮説が成立する確率は極めて 100% に近い。

2018.06.16

2024.03.24 Updated numerical calculation.

2024.11.24 Updated numerical calculation.

河野 和

広島市

宇宙人の数学
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