
２　多重級数と指数関数

２・１　多重級数と半多重級数

公式２・１・０

多重級数 Σ
r1 , r2 , ,rn=0


ar1,r2,,rn

 が絶対収束するとき、次式が成り立つ。

Σ
r=0



Σ
s=0



ar,s  = Σ
r=0



Σ
s=0

r

ar-s,s (0.2)

Σ
r=0



Σ
s=0



Σ
t=0



ar,s,t    = Σ
r=0



Σ
s=0

r

Σ
t=0

s

ar-s,s-t ,t (0.3)



Σ
r1=0



Σ
r2=0


Σ

rn=0


ar1,r2,,rn

 = Σ
r1=0



Σ
r2=0

r1

Σ
rn=0

rn-1

ar1-r2 ,r2-r3 , , rn-1-rn ,rn
(0.n)

証明

Σ
r=0



Σ
s=0



ar,s = a0,0 + a0,1 + a0,2 +

+ a1,0 + a1,1 + a1,2 +

+ a2,0 + a2,1 + a2,2 +



= a0,0 +  a1,0 + a0,1 +  a2,0 + a1,1 + a0,2 +  

= Σ
r=0



Σ
s=0

r

ar-s,s

次に

Σ
r=0



Σ
s=0



Σ
t=0



ar,s,t = a0,0,0 + a0,0,1 + a0,0,2 + + a1,0,0 + a1,0,1 +    + a2,0,0 +

+ a0,1,0 + a0,1,1 + a0,1,2 + + a1,1,0 + a1,1,1 + 

+ a0,2,0 + a0,2,1 + a0,2,2 + 


= a0,0,0

+ a1,0,0 +  a0,1,0 + a0,0,1 

+ a2,0,0 +  a1,1,0 + a1,0,1 +  a0,2,0 + a0,1,1 + a0,0,2 



= Σ
r=0



Σ
s=0

r

Σ
t=0

s

ar-s,s-t ,t

以下、同次項を括って行けば帰納法により (0.n) を得る。
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Note

　要するに、多重級数 Σ
r1=0



Σ
r2=0


Σ

rn=0


ar1,r2,, rn-1 ,rn

 に対して次の操作をすれば良い。

rn-1 を rn-1-rn に置換し、右から1番目の を rn-1 に置換する。

rn-2 を rn-2-rn-1 に置換し、右から２番目の を rn-2 に置換する。



r1 を r1-r2 に置換し、右から ( )n -1 番目の  を r1 に置換する。

公式２・１・１

　 m を非負の整数とするとき、次式が成り立つ。

Σ
r=0



Σ
s=0



a rb s

( )m+r+s !
xm+ r+s

    = Σ
r=0



Σ
s=0

r

a r-sb s

( )m+r !
xm+ r

(1.2)

Σ
r=0



Σ
s=0



Σ
t=0



a rb sct

( )m+r+s+t !
xm+ r+s+ t

    = Σ
r=0



Σ
s=0

r

Σ
t=0

s

a r-sb s-tc t

( )m+r !
xm+ r

(1.3)



Σ
r1=0



Σ
r2=0


Σ

rn=0



Π
k=1

n

a  rk
k

  m+Σ
k=1

n

rk !

x
m+Σ

k=1

n
rk 

 = Σ
r1=0



Σ
r2=0

r1

Σ
rn=0

rn-1

a r1-r2
1 a r2-r3

2 a rn
n
 m+r1 !

xm+ r1

(1.n)

証明

　(1.2) の左辺に上記 Note の操作を行うと直ちに右辺を得る。

(1.3) の左辺に上記 Note の操作を順次行うと

Σ
r=0



Σ
s=0



Σ
t=0



a rb sct

( )m+r+s+t !
xm+ r+s+ t

 = Σ
r=0



Σ
s=0



Σ
t=0

s

a r b s-tc t

( )m+r+s !
xm+ r+s

= Σ
r=0



Σ
s=0

r

Σ
t=0

s

a r-sb s-tc t

( )m+r !
xm+ r

以下同様にして (1.n) を得る。

公式２・１・２

Σ
s=0

r

2s = 
2-1

21+ r -1
(2.2)

Σ
s=0

r

Σ
t=0

s

2s-t3t = 3
3-1

31+ r-1
 - 2

2-1
21+ r-1

(2.3)

Σ
s=0

r

Σ
t=0

s

Σ
u =0

t

2s-t3t-u 4u = 8
4-1

41+ r-1
 - 9

3-1
31+ r-1

 + 2
2-1

21+ r-1
(2.4)
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

Σ
r2=0

r1

Σ
r3=0

r2

Σ
rn=0

rn-1

2r2-r33r3-r4n rn =Σ
s=0

n -2

( )-1 s

n!
Ｃn s ( )n -s n-1( )n-s-1

n-s -1
( )n-s 1+ r1 -1

(2.n)

証明

Σ
s=0

r

2s = 
2-1

21+ r -1
 = 

2!
Ｃ2 0 21( )2-1

2-1
21+ r -1

(2.2)

次に

Σ
t=0

s

2s-t3t = 2sΣ
t=0

s

 2
3 t 

= 2s
3/2 - 1

( )3/2 1+ s -1
 = 31+ s -21+ s

Σ
s=0

r

Σ
t=0

s

2s-t3t =Σ
s=0

r

 31+ s -21+ s  = 3
3-1

31+ r-1
 - 2

2-1
21+ r-1

  = 
3!

Ｃ3 0 32( )3-1
3-1

31+ r -1
 - 

3!
Ｃ3 1 22( )2-1

2-1
21+ r -1

(2.3)

次に

Σ
u =0

t

3t-u 4u  = 3t Σ
u =0

t

 3
4 u 

= 3t
4/3 - 1

( )4/3 1+ t -1
 = 41+ t -31+ t 

Σ
t=0

s

Σ
u =0

t

2s-t3t-u 4u  = Σ
t=0

s

2s-t 41+ t -31+ t  = 42sΣ
t=0

s

 2
4 t

-32sΣ
t=0

s

 2
3 t

   = 42s

4/2 - 1
( )4/2 1+ s -1

 - 32s

3/2 - 1
( )3/2 1+ s -1

   = 4
4 - 2

41+ s -21+ s

 - 3
3 - 2

31+ s -21+ s

 = 241+ s -331+ s +21+ s

Σ
s=0

r

Σ
t=0

s

Σ
u =0

t

2s-t3t-u 4u =Σ
s=0

r

 241+ s -331+ s +21+ s  = 8Σ
s=0

r

4 s -9Σ
s=0

r

3 s +2Σ
s=0

r

2 s

 = 8
4-1

41+ r-1
-9

3-1
31+ r-1

+2
2-1

21+ r-1

= 
4!

Ｃ4 0 43( )4-1
4-1

41+ r -1
-

4!
Ｃ4 1 33( )3-1

3-1
31+ r -1

    + 
4!

Ｃ4 2 23( )2-1
2-1

21+ r -1
(2.4)

以下帰納法により (2.n) を得る。

例

Σ
s=0

7

Σ
t=0

s

Σ
u =0

t

2s-t3t-u 4u = 8
4-1

41+7-1
 - 9

3-1
31+7-1

 + 2
2-1

21+7-1
 = 145750
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公式２・１・３

Σ
s=0

r

2s = 
2!

22+ r -212+ r +02+ r

(3.2)

Σ
s=0

r

Σ
t=0

s

2s-t3t = 
3!

33+ r -323+ r +313+ r -03+ r

(3.3)

Σ
s=0

r

Σ
t=0

s

Σ
u =0

t

2s-t3t-u 4u = 
4!

44+ r -434+ r +624+ r -414+ r +04+ r

(3.4)



Σ
r2=0

r1

Σ
r3=0

r2

Σ
rn=0

rn-1

2r2-r33r3-r4n rn = 
n!
1
Σ
s=0

n

( )-1 sＣn s ( )n -s
n+ r1 (3.n)

証明

　公式２・１・２を用いて、

Σ
s=0

r

2s = 
2-1

21+ r -1
 = 

2!
22+ r -212+ r +02+ r

(3.2)

次に

Σ
s=0

r

Σ
t=0

s

2s-t3t = 3
3-1

31+ r-1
- 2

2-1
21+ r-1

= 
2

32+ r-3
 - 

1
22+ r-2

 = 
2

32+ r

-
2
3

- 22+ r + 2

= 
3!

33+ r -323+ r +313+ r -03+ r

(3.3)

次に

Σ
s=0

r

Σ
t=0

s

Σ
u =0

t

2s-t3t-u 4u = 8
4-1

41+ r-1
-9

3-1
31+ r-1

+2
2-1

21+ r-1

= 
3
8

41+ r - 
2
9

31+ r + 221+ r - 
6
1

= 
4!

6441+ r -10831+ r + 4821+ r + 411+ r

= 
4!

44+ r -434+ r + 624+ r + 414+ r -03+ r

(3.4)

以下帰納法により (3.n) を得る。

例

Σ
s=0

4

Σ
t=0

s

2s-t3t = 2030+ 2130+2031 + 2230+2131+2032 + 2330+2231+2132+2033

= 
3!
2
 33+4 -323+4 +313+4 -03+4  = 301
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公式２・１・４

Σ
s=0

n

( )-1 sＣn s ( )n-s n-1 = 0 n =1,2,3, (4.n-1)

Σ
s=0

n

( )-1 sＣn s ( )n-s n = n! n =0,1,2, ( )4.n

Σ
s=0

n

( )-1 sＣn s ( )n-s n+1 = Ｃn +1 2 n! n =1,2,3, (4.n+1)

証明

　公式２・１・３ より

Σ
r2=0

r1

Σ
r3=0

r2

Σ
rn=0

rn-1

2r2-r33r3-r4n rn = 
n !
1
Σ
s=0

n

( )-1 sＣn s ( )n -s
n+ r1

= Σ
s=0

n -2

n !
( )-1 s

Ｃn s ( )n -s
n+ r1 + 

n !
( )-1 n-1

Ｃn n-1

一方、公式２・１・２ より

Σ
r2=0

r1

Σ
r3=0

r2

Σ
rn=0

rn-1

2r2-r33r3-r4n rn =Σ
s=0

n -2

( )-1 s

n!
Ｃn s ( )n -s n-1( )n -s-1

n-s -1
( )n -s 1+ r1 -1

=Σ
s=0

n -2

( )-1 s

n!
Ｃn s ( )n -s

n+ r1

 - Σ
s=0

n -2

( )-1 s

n !
Ｃn s ( )n -s n-1

両者より

n!
( )-1 n-1

Ｃn n-1 = -Σ
s=0

n -2

( )-1 s

n !
Ｃn s ( )n -s n-1

とならねばならないが、この右辺は

Σ
s=0

n -2

( )-1 s

n !
Ｃn s ( )n -s n-1

 = Σ
s=0

n

( )-1 s

n !
Ｃn s ( )n -s n-1

 - ( )-1 n-1

n!
Ｃn n-1 1n-1

であるから、

n!
( )-1 n-1

Ｃn n-1 = -Σ
s=0

n

( )-1 s

n !
Ｃn s ( )n -s n-1

 + ( )-1 n-1

n !
Ｃn n-1

これより (4.n-1) を得る。

　次に　公式２・１・３ において r1 = 0  と置けば

Σ
r2=0

0

Σ
r3=0

r2

Σ
rn=0

rn-1

2r2-r33r3-r4n rn = 
n !
1
Σ
s=0

n

( )-1 sＣn s ( )n -s n

この左辺は

Σ
r2=0

0

Σ
r3=0

r2

Σ
rn=0

rn-1

2r2-r33r3-r4n rn = 2030n 0 = 1

よって (4.n) を得る。

　最後に　公式２・１・３ において r1 = 1  と置けば

Σ
r2=0

1

Σ
r3=0

r2

Σ
rn=0

rn-1

2r2-r33r3-r4n rn = 
n !
1
Σ
s=0

n

( )-1 sＣn s ( )n -s n+1
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この左辺は

Σ
r2=0

1

Σ
r3=0

r2

Σ
rn=0

rn-1

2r2-r33r3-r4n rn = 2030n 0 + Σ
r3=0

1

Σ
r4=0

r3

Σ
rn=0

rn-1

21-r33r3-r4n rn

= 2030n 0 + 2130n 0 + Σ
r4=0

1

Σ
r5=0

r4

Σ
rn=0

rn-1

21-131-r4n rn

= 2030n 0 + 2130n 0 + 203140n 0 + Σ
r5=0

1

Σ
rn=0

rn-1

203041-r5n rn



= 2030n 0 + 2130n 0 + 203140n 0 +  + 203040n 1

= 
2

( )n+1 n
 = 

2( )n-1 !
( )n +1 n( )n -1 !

 = 
2!( )n -1 !

( )n+1 !

= Ｃn +1 2 

かくして (4.n+1) を得る。

例　 n=2

Σ
s=0

2

( )-1 sＣ2 s ( )2-s 2-1 = Ｃ2 0 21 - Ｃ2 1 11 + Ｃ2 2 01 = 0

Σ
s=0

2

( )-1 sＣ2 s ( )2-s 2 = Ｃ2 0 22 - Ｃ2 1 12 + Ｃ2 2 02 = 2!

Σ
s=0

2

( )-1 sＣ2 s ( )2-s 2+1 = Ｃ2 0 23 - Ｃ2 1 13 + Ｃ2 2 03 = Ｃ3 2 2!

公式２・１・５

 ex-1
1
 = Σ

r=0



 11+ r -01+ r  
( )1+r !

x1+ r

 ex-1
2
 = Σ

r=0


 22+ r -212+ r +02+ r  

( )2+r !
x2+ r

 ex-1
3
 = Σ

r=0



 33+ r -323+ r + 313+ r -03+ r  
( )3+r !

x3+ r

   

 ex-1 n
 = Σ

r=0



Σ
s=0

n

( )-1 n-sＣn s sn+ r

( )n +r !
xn+ r

(5.n)

証明

 ex-1
n
 = Σ

s=0

n

Ｃn s  ex s
( )-1 n-s = Σ

s=0

n

( )-1 n-sＣn s Σ
r=0



r!
( )sx r

ここで
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 ex-1
n
 =    1!

x
+

2!
x2

+
3!
x3

+
4!
x4

+
n

 =  1!
1 n

xn  +

であるから x の ( )n -1 次 ～ ０次 の項は存在せず、従って上式右辺中のこれらの項は相殺し

て０にならねばならない。よって

Σ
s=0

n

( )-1 n-sＣn sΣ
r=0



r!
( )sx r

 = Σ
s=0

n

( )-1 n-sＣn sΣ
r=0



( )n+r !
( )sx n+ r

となり (5.n) を得る。
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２・２　多重級数と指数関数( )その１

　前節の公式２・１・１において a1 = a2 =  = an = 1  と置くことにより以下の公式を得る。

公式２・２・１

　 m を非負の整数とするとき、次式が成り立つ。

Σ
r=0



Σ
s=0



( )m+r+s !
xm+ r+s

= Σ
r=0



( )m+r !
Ｃ1+ r 1 xm+ r

Σ
r=0



Σ
s=0



Σ
t=0



( )m+r+s+t !
xm+ r+s+ t

= Σ
r=0



( )m+r !
Ｃ2+ r 2 xm+ r

Σ
r=0



Σ
s=0



Σ
t=0



Σ
u =0



( )m+r+s+t+u !
xm+ r+s+ t+u

= Σ
r=0



( )m+r !
Ｃ3+ r 3 xm+ r



Σ
r1=0



Σ
r2=0


Σ

rn=0



  m+Σ
k=1

n

rk !

x
m+Σ

k=1

n
rk

= Σ
r=0



( )m+r !
Ｃn -1+ r n-1 xm+ r

( )1.n

証明

　前節の公式２・１・１

Σ
r1=0



Σ
r2=0


Σ

rn=0



Π
k=1

n

a  rk
k

  m+Σ
k=1

n

rk !

x
m+Σ

k=1

n
rk 

 = Σ
r1=0



Σ
r2=0

r1

Σ
rn=0

rn-1

a r1-r2
1 a r2-r3

2 a rn
n
 m+r1 !

xm+ r1

において ak =1 ,   k=1,2,,n  と置けば

　　 Σ
r1=0



Σ
r2=0


Σ

rn=0



  m+Σ
k=1

n

rk !

x
m+Σ

k=1

n
rk 

 =Σ
r1=0



Σ
r2=0

r1

Σ
rn=0

rn-1

 m+r1 !
xm+ r1

 =Σ
r1=0



 m+r1 !
xm+ r1

Σ
r2=0

r1

Σ
rn=0

rn-1

1

ここで

Σ
s=0

r

1 = 
1!
1+r

 = Ｃ1+ r 1

Σ
s=0

r

Σ
t=0

s

1 = Σ
s=0

r

1!
1+r

  = Σ
s=1

1+ r

s = 
2!

( )1+s ( )2+s
 = Ｃ2+ r 2



Σ
r2=0

r1

Σ
rn=0

rn-1

1 = 
( )n -1 !

 1+r1  2+r1  n -1+r1
 = Ｃn -1+ r1 n-1

であるからこれらを代入すれば与式を得る。
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公式２・２・２

1!
1x1 

+
2!
2x2 

+
3!
3x3 

+
4!
4x4 

+ = ex
1!
x1

2!
1x2 

+
3!
3x3 

+
4!
6x4

+
5!

10x5 

+ = ex
2!
x2

3!
1x3 

+
4!
4x4 

+
5!

10x5 

+
6!

20x6 

+ = ex
3!
x3



Σ
r=0



( )n +r !
Ｃn + r n xn+ r

= ex
n !
xn

(2.n)

証明

Σ
r=0



( )n +r !
Ｃn + r n xn+ r

=Σ
r=0



n! r!
( )n +r !

( )n +r !
xn+ r

 = 
n!
xn

Σ
r=0



r!
xr

 = ex
n !
xn

　公式２・２・１ と公式２・２・２より、直ちに次の公式を得る。

公式２・２・３

Σ
r=0



Σ
s=0



( )1+r+s !
x1+ r+s

 = ex
1!
x1

Σ
r=0



Σ
s=0



Σ
t=0



( )2+r+s+t !
x2+ r+s+ t

= ex
2!
x2

Σ
r=0



Σ
s=0



Σ
t=0



Σ
u =0



( )3+r+s+t+u !
x3+ r+s+ t+u

= ex
3!
x3



Σ
r1=0



Σ
r2=0


Σ

rn=0



  n -1+Σ
k=1

n

rk !

x
n-1+Σ

k=1

n
rk 

= ex
( )n -1 !

xn-1

(3.n)

　公式２・２・３はこの両辺を高階微積分することにより、さらに一般的な公式となる。

公式２・２・４

Σ
r1=0



Σ
r2=0


Σ

rn+1=0



  n-m+Σ
k=1

n +1

rk !

x
n-m +Σ

k=1

n +1
rk 

 = exΣ
r=0

n

 
m

r ( )n -r !
xn- r

 nm ( )4.d

- 9 -



Σ
r1=0



Σ
r2=0


Σ

rn+1=0



  n+m+Σ
k=1

n +1

rk !

x
n+m +Σ

k=1

n +1
rk 

 = ex Σ
r=0

n

 
-m

r ( )n -r !
xn- r

 -Σ
s=0

m -1

 
-m+s

n s !
xs

(4.s)

証明

公式２・２・３ より

Σ
r1=0



Σ
r2=0


Σ

rn+1=0



  n +Σ
k=1

n +1

rk !

x
n +Σ

k=1

n +1
rk 

 = ex
n !
xn

   (4.n+1)

この両辺を m 回 （ mn） 微分すると、先ず左辺は

dxm

d m

Σ
r1=0



Σ
r2=0


Σ

rn+1=0



  n+Σ
k=1

n +1

rk !

x
n +Σ

k=1

n +1
rk 

 = Σ
r1=0



Σ
r2=0


Σ

rn+1=0



  n-m+Σ
k=1

n +1

rk !

x
n-m +Σ

k=1

n +1
rk 

右辺は超微積分編 １８ の公式１８・４・１

 ex xn  m  
= exΣ

r=0

n

 
m

r ( )1+n -r
( )1+n  

xn- r

を用いて

dxm

d m

ex
n !
xn

 = 
n!
ex

Σ
r=0

n

 
m

r ( )1+n -r
( )1+n  

xn- r = exΣ
r=0

n

 
m

r ( )n-r !
xn- r

両者より

Σ
r1=0



Σ
r2=0


Σ

rn+1=0



  n-m+Σ
k=1

n +1

rk !

x
n-m +Σ

k=1

n +1
rk 

 = exΣ
r=0

n

 
m

r ( )n -r !
xn- r

( )4.d

　次に、(4.n+1) の両辺を０から x まで m 回 積分すると、先ず左辺は

0
x

0
x

Σ
r1=0



Σ
r2=0


Σ

rn+1=0



  n +Σ
k=1

n +1

rk !

x
n +Σ

k=1

n +1
rk 

dxm = Σ
r1=0



Σ
r2=0


Σ

rn+1=0



  n +m+Σ
k=1

n +1

rk !

x
n+m +Σ

k=1

n +1
rk 

右辺は超微積分編 １６ の公式１６・５・１’


-

x
 

-

x

ex xndxm = ex Σ
r=0

n

 
-m

r ( )1+n-r
( )1+n

xn- r

を用いて、


0

x

ex
n!
xn

dx = 
n!
ex

Σ
r=0

n

 
-1

r ( )1+n -r
( )1+n

xn- r - 
n!
e0

Σ
r=0

n

 
-1

r ( )1+n -r
( )1+n

0n- r

- 10 -
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   = exΣ
r=0

n

 
-1

r ( )1+n -r
xn- r

 - e0Σ
r=0

n

 
-1

r ( )1+n -r
0n- r

   = exΣ
r=0

n

 
-1

r ( )n -r !
xn- r

 -  
-1

n 0!
x0


0

x


0

x

ex
n!
xn

dx2 = ex Σ
r=0

n

 
-2

r ( )n-r !
xn- r

 -  
-2

n 0 !
x0

 -  
-1

n 1!
x1




0

x


0

x

ex
n!
xn

dxm = ex Σ
r=0

n

 
-m

r ( )n-r !
xn- r

 - Σ
s=0

m -1

 
-m+s

n s !
xs

両者より

Σ
r1=0



Σ
r2=0


Σ

rn+1=0



  n+m+Σ
k=1

n +1

rk !

x
n+m +Σ

k=1

n +1
rk 

 = ex Σ
r=0

n

 
-m

r ( )n -r !
xn- r

 - Σ
s=0

m -1

 
-m+s

n s !
xs

  (4.s)

例　 n=2, m=1,2 の場合

Σ
r=0



Σ
s=0



Σ
t=0



( )0+r+s+t !
x0+ r+s+ t

 = ex Σ
r=0

2

 
2

r ( )2-r !
x2- r

 = ex  1
2!
x2

 + 2
1!
x1

 + 1
0!
x0

Σ
r=0



Σ
s=0



Σ
t=0



( )1+r+s+t !
x1+ r+s+ t

 = ex Σ
r=0

2

 
1

r ( )2-r !
x2- r

 = ex  1
2!
x2

 + 1
1!
x1

Σ
r=0



Σ
s=0



Σ
t=0



( )2+r+s+t !
x2+ r+s+ t

= ex
2!
x2

Σ
r=0



Σ
s=0



Σ
t=0



( )3+r+s+t !
x3+ r+s+ t

 = ex Σ
r=0

2

 
-1

r ( )2-r !
x2- r

 - Σ
s=0

1-1

 
-1+s

2 s !
xs

  = e x  
-1

0 2!
x 2 

+ 
-1

1 1!
x 1 

+ 
-1

2 0!
x 0 

 -  
-1

2 0!
x 0

  =  e x 2!
x 2 

-
1!
x 1 

+
0!
x 0 

 -  
0!
x 0

Σ
r=0



Σ
s=0



Σ
t=0



( )4+r+s+t !
x4+ r+s+ t

 = ex Σ
r=0

2

 
-2

r ( )2-r !
x2- r

 - Σ
s=0

2-1

 
-2+s

2 s !
xs

= e x  
-2

0 2!
x 2 

+ 
-2

1 1!
x 1 

+ 
-2

2 0!
x 0 

 -   
-2

2 0!
x 0

+ 
-1

2 1!
x 1

= e x 1
2!
x 2 

-2
1!
x 1 

+3
0!
x 0 

 -  3
0!
x 0

+1
1!
x 1

　最後の式の両辺を図示すると次のとおり。両辺はぴったり重なっていて左辺( )青 は見ることが

できない。
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　公式２・２・４ の特殊ケースとして次の公式が得られる。

公式２・２・４’

Σ
r=0



Σ
s=0



( )2+r+s !
x2+ r+s

= ex 1!
x1

-
0!
x0

 + 1

Σ
r=0



Σ
s=0



Σ
t=0



( )3+r+s+t !
x3+ r+s+ t

= ex 2!
x2

-
1!
x1

+
0!
x0

 - 1

Σ
r=0



Σ
s=0



Σ
t=0



Σ
u =0



( )4+r+s+t+u !
x4+ r+s+ t+u

= ex 3!
x3

-
2!
x2

+
1!
x1

-
0!
x0

 + 1



Σ
r1=0



Σ
r2=0


Σ

rn=0



  n +Σ
k=1

n

rk !

x
n+Σ

k=1

n
rk 

= e x Σ
r=0

n -1

( )-1 r

 n -1-r  !
x n-1- r 

 + ( )-1 n (4.n')

導出

　公式２・２・４ の ( )4.s  において n を n -1に置換し m=1 と置けば

Σ
r1=0



Σ
r2=0


Σ

rn=0



  n +Σ
k=1

n

rk !

x
n+Σ

k=1

n
rk 

 = e x Σ
r=0

n -1

 
-1

r  n -1-r  !
x n-1- r 

-Σ
s=0

0

 
-1+s

n -1 s !
x s

= e x Σ
r=0

n -1

( )-1 r

 n -1-r  !
x n-1- r 

 -  
-1

n -1 0!
x 0

= e x Σ
r=0

n -1

( )-1 r

 n -1-r  !
x n-1- r 

 + ( )-1 n (4.n')
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２・３　多重級数と指数関数( )その２

　前節の諸公式において x  を -x  に置換することにより 以下の諸公式を得る。

公式２・３・１

　 m を非負の整数とするとき、次式が成り立つ。

Σ
r=0



Σ
s=0


( )-1 r+s

( )m+r+s !
xm+ r+s

= Σ
r=0


( )-1 r

( )m+r !
Ｃ1+ r 1 xm+ r

Σ
r=0



Σ
s=0



Σ
t=0


( )-1 r+s+t

( )m+r+s+t !
xm+ r+s+ t

= Σ
r=0


( )-1 r

( )m+r !
Ｃ2+ r 2 xm+ r

Σ
r=0



Σ
s=0



Σ
t=0



Σ
u =0


( )-1 r+s+t+u

( )m+r+s+t+u !
xm+ r+s+ t+u

= Σ
r=0


( )-1 r

( )m+r !
Ｃ3+ r 3 xm+ r



Σ
r1=0



Σ
r2=0


Σ

rn=0


( )-1

Σ
k=1

n
rk

  m+Σ
k=1

n

rk !

x
m+Σ

k=1

n
rk

  = Σ
r=0


( )-1 r

( )m+r !
Ｃn -1+ r n-1 xm+ r

公式２・３・２

1!
1x1 

-
2!
2x2 

+
3!
3x3 

-
4!
4x4 

+- = 
ex

1
1!
x1

2!
1x2 

-
3!
3x3 

+
4!
6x4

-
5!

10x5 

+- = 
ex

1
2!
x2

3!
1x3 

-
4!
4x4 

+
5!

10x5 

-
6!

20x6 

+-= 
ex

1
3!
x3



Σ
r=0


( )-1 r

( )n+r !
Ｃn + r n xn+ r

= 
ex

1
n !
xn

公式２・３・３

Σ
r=0



Σ
s=0


( )-1 r+s

( )1+r+s !
x1+ r+s

 = 
ex

1
1!
x1

Σ
r=0



Σ
s=0



Σ
t=0


( )-1 r+s+t

( )2+r+s+t !
x2+ r+s+ t

= 
ex

1
2!
x2

Σ
r=0



Σ
s=0



Σ
t=0



Σ
u =0


( )-1 r+s+t+u

( )3+r+s+t+u !
x3+ r+s+ t+u

= 
ex

1
3!
x3


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Σ
r1=0



Σ
r2=0


Σ

rn=0


( )-1

Σ
k=1

n
rk

  n -1+Σ
k=1

n

rk !

x
n-1+Σ

k=1

n
rk 

= 
ex

1
( )n-1 !

xn-1

公式２・３・４

Σ
r1=0



Σ
r2=0


Σ

rn+1=0


( )-1

Σ
k=1

n +1
rk 

  n -m+Σ
k=1

n +1

rk !

x
n-m +Σ

k=1

n +1
rk 

 = 
ex

( )-1 m

Σ
r=0

n

 
m

r ( )n -r !
( )-1 rxn- r

( )4.d

Σ
r1=0



Σ
r2=0


Σ

rn+1=0


( )-1

Σ
k=1

n +1
rk 

  n +m+Σ
k=1

n +1

rk !

x
n+m +Σ

k=1

n +1
rk 

 = 
ex

( )-1 m

Σ
r=0

n

 
-m

r ( )n -r !
( )-1 rxn- r

- ( )-1 mΣ
s=0

m -1

 
-m+s

n s !
( )-1 sxs

(4.s)

例　 n=2, m=1 の場合

Σ
r=0



Σ
s=0



Σ
t=0


( )-1 r+s+t

( )1+r+s+t !
x1+ r+s+ t

 = 
ex

( )-1 1

Σ
r=0

2

 
1

r ( )2-r !
( )-1 rx2- r

    = -
ex

1  1
2!
x2

 - 1
1!
x1

Σ
r=0



Σ
s=0



Σ
t=0


( )-1 r+s+t

( )2+r+s+t !
x2+ r+s+ t

 = 
ex

1
2!
x2

Σ
r=0



Σ
s=0



Σ
t=0


( )-1 r+s+t

( )3+r+s+t !
x3+ r+s+ t

 = 
ex

( )-1 1

Σ
r=0

1

 
-1

r ( )2-r !
( )-1 rx2- r

- ( )-1 1Σ
s=0

1-1

 
-1+s

2 s !
( )-1 sxs

 = -
e x

1   
-1

0 2!
x 2 

- 
-1

1 1!
x 1 

+ 
-1

2 0!
x 0 

 +  
-1

2 0!
x 0

 =  -
e x

1  2!
x 2 

+
1!
x 1 

+
0!
x 0 

 +  
0!
x 0

公式２・３・４’

Σ
r=0



Σ
s=0


( )-1 r+s

( )2+r+s !
x2+ r+s

= 1 - 
ex

1  1!
x1

+
0!
x0
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Σ
r=0



Σ
s=0



Σ
t=0


( )-1 r+s+t

( )3+r+s+t !
x3+ r+s+ t

     = 1 - 
ex

1  2!
x2

+
1!
x1

+
0!
x0

Σ
r=0



Σ
s=0



Σ
t=0



Σ
u =0


( )-1 r+s+t+u

( )4+r+s+t+u !
x4+ r+s+ t+u

 = 1 - 
ex

1  3!
x3

+
2!
x2

+
1!
x1

+
0!
x0



Σ
r1=0



Σ
r2=0


Σ

rn=0


( )-1

Σ
k=1

n
rk 

  n+Σ
k=1

n

rk !

x
n+Σ

k=1

n
rk 

 = 1 - 
ex

1
Σ
r=0

n -1

 n -1-r  !
x n-1- r 
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２・４　多重級数と指数関数( )その３

　公式２・１・１ において a1, a2, an = 1,2,,n  と置くことにより以下の公式を得る。

公式２・４・１

Σ
r=0



( )1+r !
1r

x1+ r = 
1!
1
 ex-1

1

Σ
r=0



Σ
s=0



( )2+r+s !
1r2s

x2+ r+s = 
2!
1
 ex-1

2

Σ
r=0



Σ
s=0



Σ
t=0



( )3+r+s+t !
1r2s3t 

x3+ r+s+ t = 
3!
1
 ex-1

3



Σ
r1=0



Σ
r2=0


Σ

rn=0



  n +Σ
k=1

n

rk !

Π
k=1

n

krk

x
n+Σ

k=1

n
rk

= 
n!
1
 ex-1

n
( )1.n

導出

　先ず、公式２・１・１

Σ
r1=0



Σ
r2=0


Σ

rn=0



Π
k=1

n

a  rk
k

  m+Σ
k=1

n

rk !

x
m+Σ

k=1

n
rk 

 = Σ
r1=0



Σ
r2=0

r1

Σ
rn=0

rn-1

a r1-r2
1 a r2-r3

2 a rn
n
 m+r1 !

xm+ r1

において m =n , ak = k     k=1,2,,n  と置けば

Σ
r1=0



Σ
r2=0


Σ

rn=0



Π
k=1

n

krk

  n+Σ
k=1

n

rk !

x
n+Σ

k=1

n
rk

=Σ
r1=0



Σ
r2=0

r1

Σ
rn=0

rn-1

1r1-r22r2-r3n rn 

 n +r1 !
xn+ r1

　( )a

次に 公式２・１・３

Σ
r2=0

r1

Σ
r3=0

r2

Σ
rn=0

rn-1

2r2-r33r3-r4n rn = 
n!

Σ
s=0

n

( )-1 sＣn s ( )n-s
n+ r1

の両辺に
 n +r1 !

xn+ r1

を乗じて r1 について０ から  まで加算すれば

　　Σ
r1=0


Σ
r2=0

r1

Σ
rn=0

rn-1

1r1-r22r2-r3n rn 

 n +r1 !
xn+ r1

= 
n!

Σ
r1=0



Σ
s=0

n

( )-1 sＣn s ( )n -s
n+ r1

 n+r1 !
xn+ r1

　( )b

最後に 公式２・１・５ の両辺を n!で割り r を r1 に書き換えれば
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n!
1
 ex-1

n
 =  

n !

Σ
r1=0



Σ
s=0

n

( )-1 sＣn s ( )n -s
n+ r1

 n +r1 !
xn+ r1

　( )c

かくて ( )a , ( )b , ( )c  の３式より与式を得る。

　公式２・４・１はその両辺を高階微積分することにより、さらに一般的な公式となる。

公式２・４・２

Σ
r1=0



Σ
r2=0


Σ

rn=0



  n -m+Σ
k=1

n

rk !

Π
k=1

n

krk

x
n-m+Σ

k=1

n
rk

= 
( )n -1 !

1
Σ
r=0

n -1

( )-1 r Ｃn -1 r ( )n -r m-1e n-r x    n m (2.d)

Σ
r1=0



Σ
r2=0


Σ

rn=0



  n +m+Σ
k=1

n

rk !

Π
k=1

n

krk

x
n+m+Σ

k=1

n
rk

= 
n!
1
Σ
s=0

n -1

( )n-s m

( )-1 sＣn s 
e n-s x - 

n!
1
Σ
r=0

m

Σ
s=0

n -1

( )n -s m-r

( )-1 sＣn s 

r!
xr

(2.s)

証明

　公式２・４・１ より

Σ
r1=0



Σ
r2=0


Σ

rn=0



  n +Σ
k=1

n

rk !

Π
k=1

n

krk

x
n+Σ

k=1

n
rk

= 
n!
1
 ex-1

n
(2.n)

この両辺を m 回 （ mn） 微分すると、先ず左辺は

dxm

d m

Σ
r1=0



Σ
r2=0


Σ

rn=0



  n +Σ
k=1

n

rk !

Π
k=1

n

krk

x
n+Σ

k=1

n
rk

 = Σ
r1=0



Σ
r2=0


Σ

rn=0



  n -m+Σ
k=1

n

rk !

Π
k=1

n

krk

x
n-m+Σ

k=1

n
rk

右辺は

dx
d

n!
1
 ex-1

n
   = 

( )n-1 !
ex

 ex-1
n-1

 = 
( )n -1 !

ex

Σ
r=0

n -1

Ｃn -1 r ( )-1 r ex n-1-r

     = 
( )n -1 !

1
Σ
r=0

n -1

( )-1 r Ｃn -1 r ( )n-r 0e n-r x

dx2

d 2

n!
1
 ex-1

n
 = 

( )n-1 !
1

Σ
r=0

n -1

( )-1 r Ｃn -1 r ( )n -r 1e n-r x
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dx3

d 3

n!
1
 ex-1 n

 = 
( )n-1 !

1
Σ
r=0

n -1

( )-1 r Ｃn -1 r ( )n -r 2e n-r x



dxm

d m

n!
1
 ex-1

n
 = 

( )n-1 !
1

Σ
r=0

n -1

( )-1 r Ｃn -1 r ( )n -r m-1e n-r x

よって (2.d) を得る。

　次に、(2.n) の両辺を０から x まで m 回 積分すると、先ず左辺は


0

x
 

0

x

Σ
r1=0



Σ
r2=0


Σ

rn=0



  n +Σ
k=1

n

rk !

Π
k=1

n

krk

x
n+Σ

k=1

n
rk

dxm

= Σ
r1=0



Σ
r2=0


Σ

rn=0



  n +m+Σ
k=1

n

rk !

Π
k=1

n

krk

x
n+m+Σ

k=1

n
rk

右辺は

n!
1
 ex-1

n
 = 

n!
1
Σ
s=0

n

Ｃn s  ex n-s
( )-1 s = 

n!
1
Σ
s=0

n

Ｃn s ( )-1 se n-s x

   = 
n!
1
 Σ

s=0

n -1

Ｃn s ( )-1 se n-s x + Ｃn n ( )-1 ne0

より


0

x

n!
1
 ex-1

n
dx = 

n!
1
 

0

x

 Σ
s=0

n -1

Ｃn s ( )-1 se n-s xdx + ( )-1 n
0

x

dx

      = 
n!
1
 Σ

s=0

n -1

( )n-s 1

( )-1 sＣn s 
e n-s x

0

x

 + 
n!

( )-1 n

 1!
x1

0

x

= 
n!
1
Σ
s=0

n -1

( )n -s 1

( )-1 sＣn s 
e n-s x - 

n!
1
Σ
s=0

n -1

( )n -s 1

( )-1 sＣn s 

0!
x0

 - 
n!

( )-1 n

1!
x1

ここで　 ( )-1 n = -Σ
s=0

n -1

( )-1 sＣn s  であるから、


0

x

n!
1
 ex-1

n
dx = 

n!
1
Σ
s=0

n -1

( )n -s 1

( )-1 sＣn s 
e n-s x

- 
n!
1  Σ

s=0

n -1

( )n -s 1

( )-1 sＣn s 

0!
x0

 + Σ
s=0

n -1

( )n -s 0

( )-1 sＣn s 

1!
x1


0

x


0

x

n!
1
 ex-1

n
dx2 = 

n!
1 

0

x

 Σ
s=0

n -1

( )n -s 1

( )-1 sＣn s 
e n-s xdx

- 
n!
1 

0

x

 Σ
s=0

n -1

( )n -s 1

( )-1 sＣn s 

0!
x0

 + Σ
s=0

n -1

( )n -s 0

( )-1 sＣn s 

1!
x1

dx
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   = 
n!
1
Σ
s=0

n -1

( )n -s 2

( )-1 sＣn s 
e n-s x - 

n!
1 Σs=0

n -1

( )n -s 2

( )-1 sＣn s 

0!
x0

+ Σ
s=0

n -1

( )n -s 1

( )-1 sＣn s 

1!
x1

 + Σ
s=0

n -1

( )n -s 0

( )-1 sＣn s 2!
x2




0

x
 

0

x

n!
1
 ex-1

n
dx  = 

n!
1
Σ
s=0

n -1

( )n -s m

( )-1 sＣn s 
e n-s x - 

n!
1
Σ
r=0

m

Σ
s=0

n -1

( )n -s m-r

( )-1 sＣn s 

r!
xr

よって (2.s) を得る。

例　 n=3, m=1,2 の場合

Σ
r=0



Σ
s=0



Σ
t=0



 1+r +s +t !
1r2s3t 

x 1+ r+s+t = 
( )3-1 !

1
Σ
r=0

3-1

( )-1 r Ｃ3-1 r  3-r 2-1e( )3-r x

= 
2!
1
 31e 3x -221e 2x +11e x

Σ
r=0



Σ
s=0



Σ
t=0



 2+r +s +t !
1r2s3t 

x 2+ r+s+t = 
( )3-1 !

1
Σ
r=0

3-1

( )-1 r Ｃ3-1 r  3-r 1-1e( )3-r x

= 
2!
1
 e 3x -2e 2x+e x

Σ
r=0



Σ
s=0



Σ
t=0



 3+r +s +t !
1r2s3t 

x 3+ r+s+t = 
3!
1
 e x-1

3

Σ
r=0



Σ
s=0



Σ
t=0



 4+r +s +t !
1r2s3t 

x 4+ r+s+t = 
3!
1
Σ
s=0

3-1

 3-s 1

( )-1 s Ｃ3 s 
e( )3-s x - 

3!
1
Σ
r=0

1

Σ
s=0

3-1

 3-s 1-r

( )-1 s Ｃ3 s 

r!
x r

= 
3!
1

  31

1
e 3x -

21

3
e 2x +

11

3
e x

  -
3!
1  31

1
-

21

3
+

11

3
0!
x 0

+  30

1
-

20

3
+

10

3
1!
x 1

Σ
r=0



Σ
s=0



Σ
t=0



 5+r +s +t !
1r2s3t 

x 5+ r+s+t = 
3!
1
Σ
s=0

3-1

 3-s 2

( )-1 s Ｃ3 s 
e( )3-s x - 

3!
1
Σ
r=0

2

Σ
s=0

3-1

 3-s 2-r

( )-1 s Ｃ3 s 

r!
x r

= 
3!
1

  32

1
e 3x -

22

3
e 2x +

12

3
e x

　-
3!
1

  32

1
-

22

3
+

12

3
0!
x 0

+ 31

1
-

21

3
+

11

3
1!
x 1

+  30

1
-

20

3
+

10

3
2!
x 2

最後の式の両辺を図示すると次のとおり。両辺はぴったり重なっていて左辺( )青 は見ることがで

きない。
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　公式２・４・２において x を log x と置換すれば、次の公式を得る。

公式２・４・３

Σ
r1=0



Σ
r2=0


Σ

rn=0



  n -m+Σ
k=1

n

rk !

Π
k=1

n

krk

( )log x
n-m+Σ

k=1

n
rk

= 
( )n -1 !

1
Σ
r=0

n -1

( )-1 r Ｃn -1 r ( )n -r m-1x n-r    n m (3.d)

Σ
r1=0



Σ
r2=0


Σ

rn=0



  n +m+Σ
k=1

n

rk !

Π
k=1

n

krk

( )log x
n+m+Σ

k=1

n
rk

= 
n!
1
Σ
s=0

n -1

( )n-s m

( )-1 sＣn s 
x n-s  - 

n!
1
Σ
r=0

m

Σ
s=0

n -1

( )n-s m-r

( )-1 sＣn s 

r!
( )log x r

(3.s)

　公式２・４・３ の特殊ケースとして次の公式が得られる。

公式２・４・３’

Σ
r=0



( )1+r !
1r

( )log x 1+ r = 
1!
1

( )x-1 1

Σ
r=0



Σ
s=0



( )2+r+s !
1r2s

( )log x 2+ r+s = 
2!
1

( )x-1 2

Σ
r=0



Σ
s=0



Σ
t=0



( )3+r+s+t !
1r2s3t 

( )log x 3+ r+s+ t = 
3!
1

( )x-1 3
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

Σ
r1=0



Σ
r2=0


Σ

rn=0



  n +Σ
k=1

n

rk !

Π
k=1

n

krk

( )log x
n+Σ

k=1

n
rk

 =
n!
1

( )x-1 n ( )3.n'

導出

　公式２・４・３ の ( )3.s  において m=0 と置けば

Σ
r1=0



Σ
r2=0


Σ

rn=0



  n +Σ
k=1

n

rk !

Π
k=1

n

krk

( )log x
n+Σ

k=1

n
rk

= 
n!
1
Σ
s=0

n -1

( )n-s 0

( )-1 sＣn s 
x n-s  - 

n!
1
Σ
s=0

n -1

( )n-s 0

( )-1 sＣn s 

0!
( )log x 0

= 
n!
1
Σ
s=0

n -1

( )n-s 0

( )-1 sＣn s 
x n-s  - 

n!
1
 Σ

s=0

n

( )-1 sＣn s  - ( )-1 n Ｃn n 

= 
n!
1
Σ
s=0

n

Ｃn s x n-s ( )-1 s = 
n!
1

( )x-1 n

　なお、公式２・４・１において x を log x と置換してもこれが得られることは言うまでもない。
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２・５　多重級数と指数関数( )その４

　前節の諸公式において x  を -x  に置換することにより 以下の諸公式を得る。

公式２・５・１

Σ
r=0


( )-1 r

( )1+r !
1r

x1+ r = 
1!
1
 1-

ex

1 1

Σ
r=0



Σ
s=0


( )-1 r+s

( )2+r+s !
1r2s

x2+ r+s = 
2!
1
 1-

ex

1 2

Σ
r=0



Σ
s=0



Σ
t=0


( )-1 r+s+ t

( )3+r+s+t !
1r2s3t 

x3+ r+s+ t = 
3!
1
 1-

ex

1 3



Σ
r1=0



Σ
r2=0


Σ

rn=0


( )-1

Σ
k=1

n
rk

  n +Σ
k=1

n

rk !

Π
k=1

n

krk

x
n+Σ

k=1

n
rk

= 
n !
1
 1-

ex

1 n

公式２・５・２

Σ
r1=0



Σ
r2=0


Σ

rn=0


( )-1

Σ
k=1

n
rk

  n -m+Σ
k=1

n

rk !

Π
k=1

n

krk

x
Σ
k=1

n
rk

= 
( )n -1 !
( )-1 n-m

Σ
r=0

n -1

( )-1 r Ｃn -1 r 

e n-r x

( )n-r m-1

   n m (2.d)

Σ
r1=0



Σ
r2=0


Σ

rn=0


( )-1

Σ
k=1

n
rk

  n +m+Σ
k=1

n

rk !

Π
k=1

n

krk

x
Σ
k=1

n
rk

= 
n!

( )-1 n+m

 Σ
s=0

n -1

( )n-s m e n-s x

( )-1 sＣn s 
- Σ

r=0

m

Σ
s=0

n -1

( )n -s m-r

( )-1 r+sＣn s 

r!
xr

(2.s)

例　 n=3, m=1 の場合

Σ
r=0



Σ
s=0



Σ
t=0


( )-1 r+s+t

 2+r +s +t !
1r2s3t 

x 2+ r+s+t = 
( )3-1 !
( )-1 3-1

Σ
r=0

3-1

( )-1 r Ｃ3-1 r 

e( )3-r x

 3-r 1-1

 = 
2!
1

 e 3x 

1
-

e 2x

2
+

e x

1

Σ
r=0



Σ
s=0



Σ
t=0


( )-1 r+s+t

 3+r +s +t !
1r2s3t 

x 3+ r+s+t = 
3!

( )-1 3-0

 e x

1
-1

3

- 22 -



Σ
r=0



Σ
s=0



Σ
t=0


( )-1 r+s+t

 4+r +s +t !
1r2s3t 

x 4+ r+s+t

= 
3!

( )-1 3+1

 Σ
s=0

3-1

 3-s 1e( )3-s x 

( )-1 s Ｃ3 s 
 - Σ

r=0

1

Σ
s=0

3-1

 3-s 1-r

( )-1 r+s Ｃ3 s 

r!
x r

= 
3!
1

  31e 3x 

1
-

21e 2x 

3
+

11e x

3

  -
3!
1  31

1
-

21

3
+

11

3
0!
x 0

-  30

1
-

20

3
+

10

3
1!
x 1

公式２・５・３

Σ
r1=0



Σ
r2=0


Σ

rn=0


( )-1

Σ
k=1

n
rk

  n -m+Σ
k=1

n

rk !

Π
k=1

n

krk

( )log x
Σ
k=1

n
rk

= 
( )n -1 !
( )-1 n-m

Σ
r=0

n -1

( )-1 r Ｃn -1 r 

x n-r

( )n-r m-1

   n m (3.d)

Σ
r1=0



Σ
r2=0


Σ

rn=0


( )-1

Σ
k=1

n
rk

  n +m+Σ
k=1

n

rk !

Π
k=1

n

krk

( )log x
Σ
k=1

n
rk

= 
n!

( )-1 n+m

 Σ
s=0

n -1

( )n -s m x n-s

( )-1 sＣn s 
 - Σ

r=0

m

Σ
s=0

n -1

( )n-s m-r

( )-1 r+sＣn s 

r!
( )log x r

(3.s)

公式２・５・３’

Σ
r=0


( )-1 r

( )1+r !
1r

( )log x 1+ r = 
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２・６　オイラー・マスケロニの定数の２重級数表示

公式２・６・１

　   をオイラー・マスケロニの定数  = 0.57721566とするとき、次式が成り立つ。
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そして( )1.2 を対角線に沿って並べ替えて( )1.2' を得る。

　最後に
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　目標精度を小数点以下４桁とし 数式ソフトで上記公式を計算すると次のようになる。

 

計算結果

　   を定義式により計算すると目標精度（小数点以下４桁）を得るのに６，０００項を要する。

これに対し、ゼータ級数 ( )1.1"  はわずか９項で目標精度に達した。２番目は交代２重級数 ( )1.2

で４４×４３項で目標精度に達した。他の式は定義式よりも遥かに遅かった。
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