
１５ 初等関数の実部虚部別テイラー級数

凡 例

公式

　「14 複素関数の実部虚部別テイラー展開 」 の公式 １４・１・２ , ・２’, ・２”　を用いる。

公式 １４・１・２ （再掲）

複素関数 f( )z    z =x + i y  が実数 a の周りで 次のように実係数のテイラー級数に展開され

るとせよ。

f( )z  = Σ
s=0


f( )s
 a

s !

( )z-a s

　　(1.2)

するとこの実部 u x ,y と虚部 v x ,y について次式が成立する。但し、00 = 1 とする。

u( )x,y  = Σ
r=0



Σ
s=0



f 2r+s ( )a
s!

( )x-a s

( )2r !
( )-1 r y2r

　　(1.2u)

v( )x,y  = Σ
r=0



Σ
s=0


f( )2r+s+1 ( )a

s!
( )x-a s

( )2r+1 !
( )-1 r y2r+1

　　(1.2v)

公式 １４・１・２’（奇関数） （再掲）

複素関数 f( )z    z =x + i y  が次のように実係数のマクローリン級数に展開されるとせよ。

f( )z  = Σ
s=0



f 2s+1  0
( )2s+1 !

z2s+1

　　(1.2')

するとこの実部 u x ,y と虚部 v x ,y について次式が成立する。但し、00 = 1 とする。

u( )x,y  = Σ
r=0



Σ
s=0



f 2r+2s+1
 0 ( )2s+1 !

x2s+1

( )2r !
( )-1 r y2r

　　(1.2u')

v( )x,y  = Σ
r=0



Σ
s=0



f 2r+2s+1  0
( )2s !

x2s

( )2r+1 !
( )-1 r y2r+1

　　(1.2v')

公式 １４・１・２” （偶関数） （再掲）

複素関数 f( )z    z =x + i y  が次のように実係数のマクローリン級数に展開されるとせよ。

f( )z  = Σ
s=0



f 2s
 0

( )2s !
z2s

　(1.2")

するとこの実部 u x ,y と虚部 v x ,y について次式が成立する。但し、00 = 1 とする。

u( )x,y  = Σ
r=0



Σ
s=0



f 2r+2s
 0

( )2s !
x2s

( )2r !
( )-1 r y2r

　　(1.2u")

v( )x,y  = Σ
r=0



Σ
s=0



f 2r+2s+2
 0 ( )2s+1 !

x2s+1

( )2r+1 !
( )-1 r y2r+1

　　(1.2v")
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Mathematica における 00 の扱い

本稿では描画や計算に数式処理ソフト Mathematica を使用しているが、計算や描画に先立ち

次のオプションを指定している。
Unprotect [Power] ;  Power [0,0] = 1 ;

記号

　本稿で使用するベルヌイ数等はそれぞれ次のように定義される。

　ベルヌイ数とオイラー数

B,E\n 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 

Bn 1 -
2
1

6
1

0 -
30
1

0
42
1

0 -
30
1

0
66
5



En 1 0 -1 0 5 0 -61 0 1385 0 -50521 

　符号関数

sign( )x  = 
-1 x < 0
0 x = 0
1 x > 0

　複素関数の実部と虚部

複素関数 f( )z    z =x + i y  の実部と虚部は次のように示す。

u( )x,y : 　実部

v( )x,y : 　虚部

検証方法

数式処理ソフト Mathematica を用いて、３D図及び数値計算により検証した。

以下、 z coth z  の場合を例示する。

(1) 数式

z coth z  の実数部虚数部別マクローリン級数は Mathematica では次のように記述される。
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(2) ３D図

　次のコマンドにより実部と虚部の３D図を描く。左図が実部、右図が虚部である。

両図において左辺が関数、右辺が級数である。両者が重なっていることは橙と青が斑であること

で確認される。

(3) 数値計算

　左右斜辺の中点（上図白点）付近の関数値を計算して両者が一致していることを確認する。

なお、次節以下では数値計算の結果のみを示す。

収束正方形

複素関数 f z のテイラー級数の収束域は円であるが、 u( )x,y , v( )x, y のテイラー級数の

収束域はこの円に内接する正方形となる。例えば、 1/(1-z ) の級数の収束域は次頁のようで

ある。左が実部で右が虚部である。両図において橙が関数で青が級数である。
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紫の円は f( )z の級数の収束円であり、それに内接する白の正方形は u( )x,y , v( )x,y の

級数の収束正方形である。正方形内では級数は収束しているので斑に見えている。正方形外

にも斑の部分が見られるが、ここでは級数は漸近展開となっている。

なお、次節以下ではこの収束正方形を  と記述する。
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１５・1 代数関数等

等比級数

1/ 1 z

1- z
1

 = Σ
s=0


s !

s !
z s

| |z < 1

u( )x,y  = Σ
r=0



Σ
s=0


( )2r+s !

s!
xs

( )2r !
( )-1 r y2r

v( )x,y  = Σ
r=0



Σ
s=0


( )2r+s+1 !

s!
xs

( )2r+1 !
( )-1 r y2r+1

　検算

 

1/ 1 z

1+ z
1

 = Σ
s=0


s !

s !
( )-1 s z s

| |z < 1

u( )x,y  = Σ
r=0



Σ
s=0


( )2r+s !

s!
( )-1 s xs

( )2r !
( )-1 r y2r

v( )x,y  = -Σ
r=0



Σ
s=0


( )2r+s+1 !

s!
( )-1 s xs

( )2r+1 !
( )-1 r y2r+1

　検算

ベキ関数 zp   p,a   0

zp = Σ
s=0



 1+p -s

( )1+p
a p-s

s!
(z-a )s

| |z < | |a

u( )x,y  = Σ
r=0



Σ
s=0



 p -2r-s+1
( )1+p

a p-2r-s

s!
( )x-a s

( )2r !
( )-1 r y2r

v( )x,y  = Σ
r=0



Σ
s=0



 p -2r-s
( )1+p

a p-2r-s-1

s!
( )x-a s

( )2r+1 !
( )-1 r y2r+1
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　検算（ p =1/3 , a =7/2 ）

指数関数 a z  a  0

a z = Σ
s=0


log sa 

s !
zs

| |z < 

u( )x,y  = Σ
r=0



Σ
s=0


log 2r+sa 

s!
xs

( )2r !
( )-1 r y2r

v( )x,y  = Σ
r=0



Σ
s=0


log 2r+s+1a

s!
xs

( )2r+1 !
( )-1 r y2r+1

特に a = e ( )=2.71828 のとき、

ez = Σ
s=0



s !
zs

| |z < 

u( )x,y  = Σ
r=0



Σ
s=0



s!
xs

( )2r !
( )-1 r y2r

v( )x,y  = Σ
r=0



Σ
s=0



s!
xs

( )2r+1 !
( )-1 r y2r+1

　検算 （ 3z のとき ）

対数関数

log z  a  0

log z = log a - Σ
s=1



a s

( )s-1 !
s!

( )-1 s( )z-a s

| |z-a  a , z  0

u( )x,y  = log a - Σ
s=1



a s

( )s-1 !
s!

( )-1 s( )x-a s

- Σ
r=1



Σ
s=0



a 2r+s

( )2r+s-1 !
s!

( )-1 s( )x-a s

( )2r !
( )-1 r y2r
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v( )x,y  = Σ
r=0



Σ
s=0



a 2r+s+1

( )2r+s !
s!

( )-1 s( )x-a s

( )2r+1 !
( )-1 r y2r+1

　検算  a =3  のとき

log( )1+z

log( )1+z  = Σ
s=1



s
( )-1 s-1 z s

| |z  1 , z  -1

u( )x,y  = Σ
s=1



s
( )-1 s-1 xs

 - Σ
r=1



Σ
s=0


( )2r+s-1 !

s!
( )-1 s xs

( )2r !
( )-1 r y2r

v( )x,y  = Σ
r=0



Σ
s=0


( )2r+s !

s!
( )-1 s xs

( )2r+1 !
( )-1 r y2r+1

 検算

log( )1-z

log( )1-z  = -Σ
s=1



s
zs

| |z  1 , z  1

u( )x,y  = -Σ
s=1



s
xs

 - Σ
r=1



Σ
s=0


( )2r+s-1 !

s!
xs

( )2r !
( )-1 r y2r

v( )x,y  = -Σ
r=0



Σ
s=0


( )2r+s !

s!
xs

( )2r+1 !
( )-1 r y2r+1

　検算
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１５・２ 三角関数

sin z

sin z = Σ
s=0


( )-1 s

( )2s+1 !
z2s+1

| |z < 

u( )x,y  = Σ
r=0



Σ
s=0


( )-1 s

( )2s+1 !
x2s+1

( )2r !
y2r

v( )x,y  = Σ
r=0



Σ
s=0


( )-1 s

( )2s !
x2s

( )2r+1 !
y2r+1

　検算

cos z

cos z = Σ
s=0


( )-1 s

( )2s !
z2s

| |z < 

u( )x,y  = Σ
r=0



Σ
s=0


( )-1 s

( )2s !
x2s

( )2r !
y2r

v( )x,y  = Σ
r=0



Σ
s=0


( )-1 s+1

( )2s+1 !
x2s+1

( )2r+1 !
y2r+1

　検算

tan z

tan z = Σ
s=0


( )-1 s

2s+2 

22s+2 22s+2-1 B2s+2

( )2s+1 !
z2s+1

| |z < 
2


u( )x,y  = Σ
r=0



Σ
s=0


( )-1 s

2r+2s+2 

22r+2s+2 22r+2s+2-1 B2r+2s+2

( )2s+1 !
x2s+1

( )2r !
y2r

v( )x,y  = Σ
r=0



Σ
s=0


( )-1 s

2r+2s+2 

22r+2s+2 22r+2s+2-1 B2r+2s+2

( )2s !
x2s

( )2r+1 !
y2r+1

　検算
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z cot z

z cot z = Σ
s=0


( )-1 s 22sB2s ( )2s !

z2s

| |z < 

u( )x,y  = Σ
r=0



Σ
s=0


( )-1 s 22r+2sB2r+2s ( )2s !

x2s

( )2r !
y2r

v( )x,y  = Σ
r=0



Σ
s=0


( )-1 s+1 22r+2s+2B2r+2s+2 ( )2s+1 !

x2s+1

( )2r+1 !
y2r+1

　検算

sec z

sec z = Σ
s=0


( )-1  s E2s ( )2s !

z2s

| |z < 
2


u( )x,y  = Σ
r=0



Σ
s=0


( )-1 s E2r+2s ( )2s !

x2s

( )2r !
y2r

v( )x,y  = Σ
r=0



Σ
s=0


( )-1  s+1E2r+2s+2 ( )2s+1 !

x2s+1

( )2r+1 !
y2r+1

　検算

z csc z

z csc z = 1 - Σ
s=1


( )-1 s (22s-2)B2s ( )2s !

z2s

| |z < 

u( )x,y  = 1 - Σ
s=1


( )-1 s (22s-2)B2s ( )2s !

x2s

  -Σ
r=1



Σ
s=0


( )-1 s (22r+2s-2)B2r+2s ( )2s !

x2s

( )2r !
y2r

v( )x,y  = Σ
r=0



Σ
s=0


( )-1 s (22r+2s+2-2)B2r+2s+2 ( )2s+1 !

x2s+1

( )2r+1 !
y2r+1
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　検算
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１５・３ 双曲線関数

sinh z

sinh z = Σ
s=0



( )2s+1 !
z2s+1

| |z < 

u( )x,y  = Σ
r=0



Σ
s=0



( )2s+1 !
x2s+1

( )2r !
( )-1 r y2r

v( )x,y  = Σ
r=0



Σ
s=0



( )2s !
x2s

( )2r+1 !
( )-1 r y2r+1

　検算

cosh z

cosh z = Σ
s=0



( )2s !
z2s

| |z < 

u( )x,y  = Σ
r=0



Σ
s=0



( )2s !
x2s

( )2r !
( )-1 r y2r

v( )x,y  = Σ
r=0



Σ
s=0



( )2s+1 !
x2s+1

( )2r+1 !
( )-1 r y2r+1

　検算

tanh z

tanh z = Σ
s=0



2s+2

22s+2 22s+2-1 B2s+2

( )2s+1 !
z2s+1

| |x < 
2


u( )x,y  = Σ
r=0



Σ
s=0



2r+2s+2 

22r+2s+2 22r+2s+2-1 B2r+2s+2

( )2s+1 !
x2s+1

( )2r !
( )-1 r y2r

v( )x,y  = Σ
r=0



Σ
s=0



2r+2s+2 

22r+2s+2 22r+2s+2-1 B2r+2s+2

( )2s !
x2s

( )2r+1 !
( )-1 r y2r+1

　検算

- 7 -



１５・５ 逆双曲線関数

sinh-1z

sinh -1 z = Σ
s=0


( )-1 s  ( )2s-1 !! 2

(2s+1)!
z2s+1

| |z  1

u( )x,y  = Σ
r=0



Σ
s=0


( )-1 s ( )2r+2s-1 !! 2

( )2s+1 !
x2s+1

( )2r !
y2r

v( )x,y  = Σ
r=0



Σ
s=0


( )-1 s ( )2r+2s-1 !! 2

( )2s !
x2s

( )2r+1 !
y2r+1

　検算

tanh-1 z

tanh -1z = Σ
s=0


( )2s !

( )2s+1 !
z2s+1

| |z  1

u( )x,y  = Σ
r=0



Σ
s=0


( )2r+2s !

( )2s+1 !
x2s+1

( )2r !
( )-1 r y2r

v( )x,y  = Σ
r=0



Σ
s=0


( )2r+2s !

( )2s !
x2s

( )2r+1 !
( )-1 r y2r+1

　検算
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　検算
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１５・４ 逆三角関数

sin-1z

sin -1 z = Σ
s=0



 ( )2s-1 !! 2

(2s+1)!
z2s+1

| |z  1

u( )x, y  = Σ
r=0



Σ
s=0



 ( )2r+2s-1 !! 2

( )2s+1 !
x2s+1

( )2r !
( )-1 r y2r

v( )x, y  = Σ
r=0



Σ
s=0



 ( )2r+2s-1 !! 2

( )2s !
x2s

( )2r+1 !
( )-1 r y2r+1

　検算

cos-1z

cos-1x = 
2


 - Σ
s=0



 ( )2s-1 !! 2

(2s+1)!
z2s+1

| |z  1

u( )x, y  = 
2


 - Σ
r=0



Σ
s=0



 ( )2r+2s-1 !! 2

( )2s+1 !
x2s+1

( )2r !
( )-1 r y2r

v( )x, y  = -Σ
r=0



Σ
s=0



 ( )2r+2s-1 !! 2

( )2s !
x2s

( )2r+1 !
( )-1 r y2r+1

　検算

tan-1 z

tan -1x = Σ
s=0


( )-1 s( )2s !

( )2s+1 !
x2s+1

| |z  1
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u( )x, y  = Σ
r=0



Σ
s=0


( )-1 s( )2r+2s !

( )2s+1 !
x2s+1

( )2r !
y2r

v( )x, y  = Σ
r=0



Σ
s=0


( )-1 s( )2r+2s !

( )2s !
x2s

( )2r+1 !
y2r+1

　検算

cot-1 z

cot-1 z = sign Re( )z
2


 - Σ
s=0


( )-1 s( )2s !

( )2s+1 !
x2s+1

| |z  1

u( )x, y  = sign( )x
2


 - Σ
r=0



Σ
s=0


( )-1 s( )2r+2s !

( )2s+1 !
x2s+1

( )2r !
y2r

v( )x, y  = -Σ
r=0



Σ
s=0


( )-1 s( )2r+2s !

( )2s !
x2s

( )2r+1 !
y2r+1

　検算
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１５・５ 逆双曲線関数

sinh-1z

sinh -1 z = Σ
s=0


( )-1 s  ( )2s-1 !! 2

(2s+1)!
z2s+1

| |z  1

u( )x,y  = Σ
r=0



Σ
s=0


( )-1 s ( )2r+2s-1 !! 2

( )2s+1 !
x2s+1

( )2r !
y2r

v( )x,y  = Σ
r=0



Σ
s=0


( )-1 s ( )2r+2s-1 !! 2

( )2s !
x2s

( )2r+1 !
y2r+1

　検算

tanh-1 z

tanh -1z = Σ
s=0


( )2s !

( )2s+1 !
z2s+1

| |z  1

u( )x,y  = Σ
r=0



Σ
s=0


( )2r+2s !

( )2s+1 !
x2s+1

( )2r !
( )-1 r y2r

v( )x,y  = Σ
r=0



Σ
s=0


( )2r+2s !

( )2s !
x2s

( )2r+1 !
( )-1 r y2r+1

　検算
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１５・６ cot 等の実部虚部別ローラン級数

cot z

cot z = 
z
1

 + Σ
s=0


( )-1 s+1 

2s+2
22s+2

B2s+2 ( )2s+1 !
z2s+1

| |z < 

u( )x,y  = 
x2+ y2

x
 - Σ

r=0



Σ
s=0



2r+2s+2
22r+2s+2

B2r+2s+2 ( )2s+1 !
( )-1 s x2s+1

( )2r !
y2r

v( )x,y  = -
x2 + y2

y
 - Σ

r=0



Σ
s=0



2r+2s+2
22r+2s+2

B2r+2s+2 ( )2s !
( )-1 s x2s

( )2r+1 !
y2r+1

　検算

csc z

csc z = 
z
1

 + Σ
s=0


( )-1 s 

2s+2
22s+2-2

B2s+2 ( )2s+1 !
z2s+1

| |z < 

u( )x,y  = 
x2+ y2

x
 + Σ

r=0



Σ
s=0



2r+2s+2
22r+2s+2 -2

B2r+2s+2 ( )2s+1 !
( )-1 s x2s+1

( )2r !
y2r

v( )x,y  = -
x2 + y2

y
 + Σ

r=0



Σ
s=0



2r+2s+2
22r+2s+2 -2

B2r+2s+2 ( )2s !
( )-1 s x2s

( )2r+1 !
y2r+1

　検算

coth z

coth z = 
z
1

 + Σ
s=0



2s+2
22s+2

B2s+2 ( )2s+1 !
z2s+1

| |z < 

u( )x,y  = 
x2+ y2

x
 + Σ

r=0



Σ
s=0



2r+2s+2
22r+2s+2

B2r+2s+2 ( )2s+1 !
x2s+1

( )2r !
( )-1 r y2r

v( )x,y  = -
x2 + y2

y
 + Σ

r=0



Σ
s=0



2r+2s+2
22r+2s+2

B2r+2s+2 ( )2s !
x2s

( )2r+1 !
( )-1 r y2r+1
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　検算

csch z

csch z = 
z
1

 - Σ
s=0



2s+2
22s+2-2

B2s+2 ( )2s+1 !
z2s+1

| |z < 

u( )x,y  = 
x2+ y2

x
 - Σ

r=0



Σ
s=0



2r+2s+2
22r+2s+2 -2

B2r+2s+2 ( )2s+1 !
x2s+1

( )2r !
( )-1 r y2r

v( )x,y  = -
x2 + y2

y
 - Σ

r=0



Σ
s=0



2r+2s+2
22r+2s+2 -2

B2r+2s+2 ( )2s !
x2s

( )2r+1 !
( )-1 r y2r+1

　検算
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