
リーマンゼータ関数要約

１　ゼータ母関数

　双曲線関数と三角関数はフーリエ展開及びテイラー展開でき、これらはゼータ母関数となりる。即ち、これらのゼータ母関

数を項別高階積分すると自然数のリーマン・ゼータ関数が得らる。

　但し、これらは下位のゼータで表される自己同型な式であり、従ってこれらはやや陰伏的である。しかしながら本章では

ここまでで止める。これらから下位のゼータを消し去って自己同型でない陽表的なゼータの公式を得る作業は 第２章 以下

で行う。

リーマン・ゼータ、ディリクレ・イータ、ディリクレ・ラムダをそれぞれ
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とし、ベルヌイ数とオイラー数をそれぞれ

B0=1 ,  B2=1/6 ,  B4=-1/30 ,  B6=1/42 ,  B8=-1/30 ,

E0=1 ,  E2=-1 ,    E4=5 ,    E6=-61 ,     E8=1385 ,  

とし、調和数を Hs = Σ
t=1

s

1/t = ( )1+s +  とする。

　すると、 coth系, tanh系, csch系, cot系, tan系, csc系 のゼータ母関数より次の多項式を得る。
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　また、tanh系、cot系、tan系の母関数のフーリエ級数を項別に高階微分すると次の諸式が得らる。
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ここで  nDr , Tn-1  はそれぞれ次式で定義される Eulerian number 及びタンジェント数である。
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２　自然数ゼータの公式

　本章では前章の自己同型な公式から低次のゼータを取り除いて自己同型でない陽表的な自然数ゼータの公式を得る。
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E0=1 ,  E2=-1 ,    E4=5 ,      E6=-61 ,     E8=1385 ,  
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t=1

s

1/t = ( )1+s +  とする。
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３　奇数ゼータの公式

　本章で自己同型でない陽表的な奇数ゼータの公式を得る。

ベルヌイ数、オイラー数、タンジェント数をそれぞれ
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E0=1 ,  E2=-1 ,    E4=5,      E6=-61 ,     E8=1385 ,  

T1=1 ,  T3=2 ,      T5=16 ,         T7=272 ,     T9=7936 , 
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４　偶数ゼータの公式

　本章で自己同型でない陽表的な偶数ゼータの公式を得る。

　ベルヌイ数とオイラー数をそれぞれ次のようであるとする。
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 B2n ( )2x 2n

( )2n  = -
22n-2

22n

 Σ
r=1



Σ
s=0

n -1

( )2s !
 E2s ( )rx 2s

r2n

( )-1 rcosrx
 - 2( )2n !
 E2n x2n

( )2n  = -
22n-1

22n

Σ
r=1



Σ
s=0

n -1

( )2s !

( )-1 sB2s  22s-2 {( )2r-1 x}2s-1

( )2r-1 2n

sin ( )2r-1 x
 + 2


( )2n !

22n
 B2n x2n-1

( )2n =
22n-1

22n

Σ
r=1



Σ
s=0

n -1

( )2s !
 E2s {( )2r-1 x}2s

( )2r-1 2n

cos ( )2r-1 x
 + 4


( )2n !

24n
 B2n x2n-1

特に

( )2n  = 2( )2n !
 B2n ( )2 2n

( )2n  = -
22n-2

1  Σ
r=1



Σ
s=0

n -1

( )2s !
 E2s ( )r 2s

r2n

( )-1 r

 - 2( )2n !
 E2n 2n

副産物

Σ
s=0

n -1

( )2s !( )2n -2s !

 22s-2 B2s
   = - ( )2n !0!

 22n+1-2 B2n

Σ
s=0

n -1

( )2s !( )2n -1-2s !

E2s
 =  ( )2n !

22n 22n-1 B2n
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５　複素数ゼータの公式

　本章では、「 ２ 自然数ゼータの公式 」 を加工して複素数ゼータを得る。

ベルヌイ数を B0=1 ,  B2=1/6 ,  B4=-1/30 ,  B6=1/42 ,   とし、ガンマ関数と不完全ガンマ関数を

( )p =
0


tp-1e-tdt , ( )p,x =

x


tp-1e-tdt

とし、 p を p1,0,-1,-2,なる複素数とする。

複素数 x=u+vi   s.t.  0< | |x  2  , u0 について

( )p  = ( )p
xp-1

 p -1
1

-
2p
x

 + Σ
r=1



( )p rp

( )p ,xr
 - Σ

r=1



 
-p

2r-1 2r( )p+2r

B2rx
p-1+2r

( )p  = ( )p
x p-1

 p -1
1

+
2p

( )p -1 x
- log x  + Σ

r=1



( )p -1 r p

( )p -1, xr
 - Σ

r=1



 
1-p

2r 2r( )p +2r

B2r x
p-1+2r

複素数 x=u+vi   s.t.  0< | |x    , u0 について

( )p = 
2p-1 -1

2p-1

 2( )p+1
xp

 - Σ
r=1



( )p
( )p ,xr

rp

( )-1 r

 + Σ
r=1



 
-p

2r-1 2r( )p+2r

 22r-1 B2r x
p-1+2r

( )p  = 
2p-1

2p

 2( )p -1 ( )p
xp-1

 + Σ
r=1



( )p ( )2r-1 p

 p ,x( )2r-1
 + 2

1
Σ
r=1



 
-p

2r-1 2r( )p +2r

 22r-2 B2r x
p-1+2r

( )p  = 
2p-1

2p

 2( )p
xp-1

 p-1
1

-log 2
x

 + Σ
r=1



( )p-1 ( )2r-1 p

 p-1 , x( )2r-1

　 + 2
1
Σ
r=1



 
1-p

2r 2r( )p+2r

 22r-2 B2r x
p-1+2r

特に

( )p  = 
2( )p-1 ( )p+1

p+1
 + Σ

r=1



( )p  rp

( )p , r
 - Σ

r=1



 
-p

2r-1 2r( )p+2r

B2r

( )p  = 
2( )p -1 ( )p +1

p 2+1
 + Σ

r=1



( )p-1 rp

( )p-1, r
 - Σ

r=1



 
1-p

2r 2r( )p+2r

B2r

( )p  = 
2p-1 -1

2p-1

 2( )p +1
1

-Σ
r=1



( )p
( )p , r

rp

( )-1 r

 + Σ
r=1



 
-p

2r-1 2r( )p+2r

 22r-1 B2r

( )p  = 
2p-1

2p

 2( )p -1 ( )p
1

 + Σ
r=1



( )p ( )2r -1 p

( )p ,2r -1
 + 

2
1
Σ
r=1



 
-p

2r -1 2r( )p +2r

 22r-2 B2r

( )p  = 
2p-1

2p

 2( )p
1
 p -1

1
+log 2  + Σ

r=1



( )p -1 ( )2r -1 p

( )p -1 ,2r -1
 + 

2
1
Σ
r=1



 
1-p

2r 2r( )p +2r

 22r-2 B2r

( )p  = 
2p-1

2p

 ( )p -1 ( )p
2p-2

 + Σ
r=1



( )p -1 ( )2r -1 p

( )p -1 ,4r -2
 + 

2
1
Σ
r=1



 
1-p

2r 2r( )p +2r

 22r-2 B2r 2
p-1+2r
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６ ゼータ関数のグローバル定義と諸係数の一般化

　オイラーからリーマンまで、ゼータ関数は定義域の拡張に伴い、次のようにツギハギ的に定義されてきた。

( )p  = 
Σ
r=1



rp

1
   Re( )p >1       

1-21-p

1
Σ
r=1



rp

( )-1 r-1

    
0 Re( )p  1
p 1   

( )2 1-p

2( )1-p
sin 2

p
1-2p

1
Σ
r=1



r1-p

( )-1 r-1

    
Re( )p  0
p 0   

 

これでは不便である。そこで我々は次のような数列に着目する。

 nBr  = Σ
s=1

r

( )-1 s-1 
r

s
sn r=1,2,3,,n

この数列を用いれば、ゼータ関数は複素平面上で次のように定義できる。

定義６・２・１

( )p  = 
1- 21-p

1
Σ
r=1



2r+1

1
Σ
s=1

r

( )-1 s-1 
r

s
s-p p1

　更にこの数列を用いれば、次のような諸係数も一般化できる。

一般ベルヌイ数

Bp  =  
-

2
1

                                                      p = 1

2p-1

p
Σ
r=1



2r+1

1
Σ
s=1

r

( )-1 s-1 
r

s
sp-1 p  1

一般タンジェント数

Tp  =  
 0      p =0

Σ
r=1


2p-r

Σ
s=1

r

( )-1 s-1 
r

s
sp p0

第２種一般スターリング数

S2( )p , r  = 
r!
1
Σ
s=1


( )-1 s-1 

r

s
sp r=1,2,3,
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７　完備化されたリーマン・ゼータ

　７・１ では、複素関数についての偶関数・奇関数を考察する。概ね実関数の場合と同様の結果が得られるが、

複素関数に固有の結果は次のとおりである。

定理 ７・１・３

　 f( )z が領域 D 内に定義された複素関数とする。

（１）　 f( )z が偶関数のとき、その実数部も虚数部も共に偶関数である。

（２）　 f( )z が奇関数のとき、その実数部も虚数部も共に奇関数である。

定理 ７・１・４

　 f( )z が領域 D 内に定義された複素関数とする。このとき、

もし f( )z が偶関数もしくは奇関数であれば、 f( )z 2
は偶関数である。

　７・２ では複素共役性について研究する。特に関数 f( )z が素共役性を持つ偶関数もしくは奇関数である場合、

次の重要な諸定理が得られる。

定理７・２・３

　 f( )x,y  = u( )x,y + i v( )x,y は領域 D 内に定義された複素共役性を持つ関数とするとき、

（１）　 f( )x,y が偶関数ならば

u( )x,y  =   u( )x,-y  =   u( )-x,y  = u( )-x,-y
v( )x,y  = -v( )x,-y  = -v( )-x,y  = v( )-x,-y

（２）　 f( )x,y が奇関数ならば

u( )x,y  =   u( )x,-y  = -u( )-x,y  = -u( )-x,-y
v( )x,y  = -v( )x,-y  =    v( )-x,y  = -v( )-x,-y

系 ７・２・３

　 f( )x,y  = u( )x,y + i v( )x,y は領域 D 内に定義された複素共役性を持つ関数とする。

すると、任意の実数 x, yD  について次が成立する。

（１）　 f( )x,y が偶関数のとき、 v( )x,0 =0   , v( )0,y =0
（２）　 f( )x,y が奇関数のとき、 u( )0,y =0   , v( )x,0 =0

定理 ７・２・４

　領域 D 内の複素共役性を持つ関数 f( )z  が零点 z1 = x1+iy1   x1  0  を持つとき、

（１）　 f( )z が偶関数ならば、 -x1- iy1  ,  x1-iy1  ,  -x1+iy1  も f( )z の零点である。

（２）　 f( )z が奇関数ならば、 -x1- iy1  ,  x1-iy1  ,  -x1+iy1  も f( )z の零点である。

　７・３ では関数等式から対称関数等式を導く。

公式 ７・３・１ (Riemann)


-

2
z

 2
z

( )z  = 
-

2
1-z

 2
1-z

( )1-z z 0 ,1


-

2
1
 2

1
+ z

 2
1
 2

1
+z  2

1
+z  = 

-
2
1
 2

1
- z

 2
1
 2

1
-z  2

1
-z z 1/2

　７・４ では、完備化されたリーマン・ゼータ関数 ( )z , ( )z  をそれぞれ次のように定義する。

なお、これらは Landau の定義とは少し異なっている。

( )z  = -z( )1-z 
- 2

z

 2
z ( )z

( )z  = - 2
1

+z  2
1

-z 
- 2

1
 2

1
+ z

 2
1
 2

1
+z  2

1
+z
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　すると、公式 ７・３・１ より次式が成立する。

( )z  = ( )1-z

( )z  = ( )-z

　後者の式から、( )z は偶関数であることが判る。。従って、( )z の実数部 u( )x,y と虚数部 v( )x,y について

 定理７・２・３ (1) 及び 系７・２・３ (1) がそのまま成立する。そして 定理 ７・２・４ より、次のとても重要な定理が得られる。

定理 ７・４・１

　リーマン・ゼータ関数 ( )z が 実数部が 1/2 でない非自明な零点を持つならば、その1組は次の４個から成る。

1/2+1  i1 , 1/2-1  i1 ( 0 < 1 < 1/2 )
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８　完備化されたリーマン・ゼータの因数分解

　８・１ では、次のようなアダマール積が示される。

公式 ８・１・１　 ( )ξ(z) のアダマール積表示 

　完備化されたゼータ関数が次のようであるとする。

( )z  = -z( )1-z 
- 2

z

 2
z ( )z

( )z の非自明零点を zk = xk  iyk   k=1,2,3,、   をオイラー・マスケロニの定数とするとき、 ( )z は次のような

アダマール積で表される。

( )z  = e
 log2 + 2

log
 -1- 2


z

Π
k=1



 1-
zk

z
e

zk

z

( )z  = e
 log2 + 2

log
-1- 2


z

Π
n =1



 1-
xn

2+ yn
2

2xn z
+

xn
2+ yn

2

z2

e
xn

2 + yn
2

2xn z

そして、次の特殊値が得られる。

Π
n =1



 1-
xn

2+ yn
2

2xn-1
e

xn
2 + yn

2

2xn

 = e
1+ 2


- log2 - 2

log

 = 1.02336448

Π
n =1



 1-
 xn  iyn

2

1

 1-
 xn  iyn

2

1
 = 3



　８・２ では、実数部が 1/2 である非自明な零点と実数部が 1/2 でない非自明零点が混在する場合、前節の諸式がどの

ように表されるかを考察する。そして次の定理等を得る。

定理 ８・２・２

　  をオイラー・マスケロ二の定数、リーマン・ゼータ関数の非自明な零点を xn+iyn   n =1,2,3, 、これらのうち、

実数部が 1/2 のものを 1/2 i yr   r =1,2,3,  、実数部が 1/2 でないものを 1/2s  is   0 < s < 1/2 s =1,2,3,
とするとき、次式が成立する。

Π
n =1



 1-
xn

2+ yn
2

2xn-1
 = 1

 Σ
n =1



xn
2+ yn

2

2xn
 = Σ

r =1



1/4+ yr
2

1
 + Σ

s =1  1/2s
2s

2

12s
+
 1/2s

2s
2

12s

Σ
n =1



xn
2+ yn

2

2xn
 = 1+

2


- log 2-
2

log
 = 0.0230957

公式 ８・２・３ （ 特殊値 ）

　リーマン・ゼータ関数の非自明な零点を xn+ iyn    n=1,2,3,  とするとき、次式が成立する。

Π
n =1



 1-
xn  iyn

1
 1-

xn  iyn

1
 = 1

Π
n =1



 1+
xn  iyn

1
 1+

xn  iyn

1
 = 3



定理 ８・２・４

　  をオイラー・マスケロ二の定数、リーマン・ゼータ関数の非自明な零点を xn+iyn    n =1,2,3,

とするとき、もし次式が成立するならば、実数部が 1/2 でない非自明零点は存在しない。

Σ
r =1



1/4+ yr
2

1
 = 1+

2


- log 2-
2

log
 = 0.0230957

ちなみに、 yr  を 1,000,000 個を使ってこれを計算したところ、左辺は右辺の 99.98% を占めた。
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　８・３ では、 ( )z が完全に因数分解されることを示す。

定理 ８・3・１　 ( )ξ(z) の因数分解 

　リーマン・ゼータ関数を ( )z 、その非自明零点を zn = xn  iyn   n=1,2,3,、そして完備化されたゼータ関数が

次のようであるとする。

( )z  = -z( )1-z 
- 2

z

 2
z ( )z

すると、 ( )z は次のように因数分解される。

( )z  = Π
n =1



 1-
xn

2+ yn
2

2xn z
+

xn
2+ yn

2

z2

　８・４ では、先ず( )z の因数分解を導く。

定理 ８・４・１　 ( ) (z) の因数分解 

　リーマン・ゼータ関数を ( )z 、その非自明零点を zn = xn  iyn   n=1,2,3,、そして

完備化されたゼータ関数が次のようであるとする。

( )z  = - 2
1

+z  2
1

-z 
-

2
1
 2

1
+ z

 2
1
 2

1
+z  2

1
+z

すると、( )z は次のように因数分解される。

( )z  = ( )0 Π
n =1



 1-
 xn-1/2 2+ yn

2

2 xn-1/2 z
+
 xn-1/2 2+ yn

2

z 2

　　但し、 ( )0 = Π
n =1



xn
2+ yn

2

 xn-1/2 2+ yn
2

 = -
4 1/4

1
 4

1
 2

1
 = 0.99424155

　そして、この定理と前節の 定理 ７・４・１ を用いて、次の定理を得る。

定理 ８・４・４

　リーマン・ゼータ関数を ( )z 、その非自明零点を zn = xn  iyn   n=1,2,3,とするとき、

もし次式が成立するならば、実数部が 1/2 でない非自明零点は存在しない。

Π
r=1



1/4+ yr
2

yr
2

 = -
4 1/4

1
 4

1
 2

1
 = 0.99424155

ちなみに、 yr  を 500,000 個を使ってこれを計算したところ、両辺は有効 5 桁が等しかった。
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９ 完備化されたリーマン・ゼータのマクローリン級数

　９・１ では、完備化されたリーマン・ゼータ ( )z がマクローリン級数に展開される。

定理 ９・１・３ （ξ(z) のマクローリン級数）

　完備化されたリーマン・ゼータ関数 ( )z が次のようであるとする。

( )z  = -z( )1-z 
- 2

z

 2
z ( )z

すると、全複素平面上で次式が成立する。

( )z  = Σ
r=0



Σ
s=0

r

Σ
t=0

s

2r-s ( )r -s !

log r-s
2s-t ( )s -t !

( )-1 s-t gs-t ( )3/2
ct z

r

但し、 r( )z はポリガンマ関数、 Br,k f1 , f2 , は Bell 多項式、  s はスチルチェス定数であり、

gr 2
3

 = 
1   r = 0

Σ
k=1

r

Br,k 0 2
3

, 1 2
3

, ,r-1 2
3

r = 1,2,3,

cr  = 
1 r = 0

-
( )r -1 !

r-1
r = 1,2,3,

  この級数の最初の数項は次のようになる。

( )z  = 1 +  211!

log 1
 - 

211!

g1 ( )3/2
 - 0!

0
z1

    +  222!

log 2
 + 

222!

g2 ( )3/2
 - 

1!
1  - 

211!

log 1
211!

g1 ( )3/2
 + 

211!

g1 ( )3/2

0!
0

 - 
211!

log 1
0!
0

z2

    +  233!

log 3
 - 

233!

g3 ( )3/2
 - 2!

2
 - 

222!

log 2
211!

g1 ( )3/2
 - 

222!

log 2
0!

0
 - 

222!

g2 ( )3/2

0!

0

    + 
211!

log 1
222!

g2 ( )3/2
 - 

211!

log 1
1!
1

 + 
211!

g1 ( )3/2

1!
1

 + 
211!

log 1
211!

g1 ( )3/2

0!
0

z3

    +
    

 

　９・２ では、完備化されたリーマン・ゼータ( )z がマクローリン級数に展開される。

定理 ９・２・３ （ (z) のマクローリン級数）

　完備化されたリーマン・ゼータ関数( )z が次のようであるとする。

( )z  = - 2
1

+z  2
1

-z 
- 2

1
 2

1
+ z

 2
1
 2

1
+z  2

1
+z

すると、全複素平面上で次式が成立する。

( )z  = ( )0 Σ
r=0



Σ
s=0

r

Σ
t=0

s

( )-1 r-s

2r-s( )r-s !

log r-s
2s-t ( )s-t !

gs-t ( )5/4
ct z

r

( )0 = -
41/4

1
 4

1
 2

1
 = 0.9942415563

但し、 r( )z はポリガンマ関数、 Br,k f1 , f2 , は Bell 多項式、  s はスチルチェス定数であり、

gr 4
5

 = 
1 r = 0

Σ
k=1

r

Br,k 0 4
5

 , 1 4
5

 , , r-1 4
5

       r = 1,2,3,

cr  = 
1 r = 0

( )1/2

2
Σ
s=r


( )-1 r 

( )s -1 !

s-1

 
s
r  2

1 s-r 

r = 1,2,3,

- 13 -



  この級数の最初の数項は次のようになる。

( )z  = ( )0 1 +  -
211!

log 1
+

211!

g1( )5/4
+ c1 z1

   +  222!

log 2
+

222!

g2( )5/4
+ c2 - 211!

log 1
211!

g1( )5/4
+

211!

g1( )5/4
c1 - 211!

log 1
c1 z2

   + -
233!

log 3 +
233!

g3( )5/4
+ c3 + 222!

log 2
211!

g1( )5/4
+

222!

log 2
c1+

222!

g2( )5/4
c1

   -
211!

log 1
222!

g2( )5/4
-

211!

log 1
c2 + 211!

g1( )5/4
c2 - 211!

log 1
211!

g1( )5/4
c1 z3

   +   
 

 

 

奇数次の係数はほぼ０になっている。
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10 完備化されたリーマン・ゼータの零点と係数

　1０・１ では、完備化されたリーマン・ゼータ ( )z の零点とマクローリン級数の係数との関係が２つの定理で示される。

定理 １０・１・１

　完備化されたリーマン・ゼータ関数 ( )z とそのマクローリン級数が次のようであるとする。

( )z  = -z( )1-z 
- 2

z

 2
z ( )z  = Σ

r=0


Ar z

r

すると、これらの係数 Ar   r=0,1,2,3,  は次で与えられる。

r = Σ
s=0

r

Σ
t=0

s

2r-s ( )r -s !

log r-s
2s-t ( )s -t !

( )-1 s-t gs-t ( )3/2
ht

但し、 r( )z はポリガンマ関数、 Br,k f1 , f2 , は Bell 多項式、  s はスチルチェス定数であり、

gr 2
3

 = 
1 r = 0

Σ
k=1

r

Br,k 0 2
3

, 1 2
3

, ,r-1 2
3

r = 1,2,3,

hr  = 
1 r = 0

-
( )r -1 !

r-1
r = 1,2,3,

定理 １０・１・２

　完備化されたリーマン・ゼータ関数 ( )z とそのマクローリン級数が次のようであるとする。

( )z  = -z( )1-z 
- 2

z

 2
z ( )z  = Σ

r=0


Br z

r

すると、

(1) ( )z の非自明な零点 zk = xk  i yk  , yk  0  k =1,2,3,  に対して次式が成立する。

B1 = -Σ
r1=1



xr1

2+ yr1

2

2xr1

B2 =  Σ
r1=1



Σ
 r2=r1+1



 xr1

2+ yr1

2
 xr2

2+ yr2

2

22 xr1
xr2

 + Σ
r1=1



xr1

2+ yr1

2

20

B3 = -Σ
r1=1



Σ
 r2=r1+1



Σ
 r3=r2+1



 xr1

2+ yr1

2
 xr2

2+ yr2

2
 xr3

2+ yr3

2

23 xr1
xr2

xr3  -Σ
r1=1



Σ
 r2=r1+1



 xr1

2+ yr1

2
 xr2

2+ yr2

2

21
 xr1

+ xr2

B4 =  Σ
r1=1



Σ
 r2=r1+1



Σ
 r3=r2+1



Σ
 r4=r3+1



 xr1

2+ yr1

2
 xr2

2+ yr2

2
 xr3

2+ yr3

2
 xr4

2+ yr4

2

24xr1
xr2

xr3
xr4

  + Σ
r1=1



Σ
 r2=r1+1



Σ
 r3=r2+1



 xr1

2+ yr1

2
 xr2

2+ yr2

2
 xr3

2+ yr3

2

22
 xr1

xr2 + xr1 
xr3 

+ xr2
xr3

 + Σ
r1=1



Σ
 r2=r1+1



 xr1

2+ yr1

2
 xr2

2+ yr2

2

20

　　 

B2n-1 = -Σ
r1=1



Σ
 r2=r1+1


 Σ

 r2n-1=r2n-2+1



 xr1

2+ yr1

2
 xr2

2+ yr2

2   xr2n-1

2 + yr2n-1

2

22n-1 xr1
xr2
 xr2n-1

- Σ
r1=1



Σ
 r2=r1+1


 Σ

 r2n-2=r2n-3+1



 xr1

2+ yr1

2
 xr2

2+ yr2

2   xr2n-2

2 + yr2n-2

2

22n-3
 xr1

xr2
xr2n-3

+ xr1
xr2
xr2n-2

++ xr2
xr3
xr2n-2



- Σ
r1=1



Σ
 r2=r1+1


 Σ

 rn=rn-1+1



 xr1

2+ yr1

2
 xr2

2+ yr2

2   xrn

2+ yrn

2

21
 xr1

+ xr2
+  + xrn

- 15 -



B2n =  Σ
r1=1



Σ
 r2=r1+1


 Σ

 r2n=r2n-1+1



 xr1

2+ yr1

2
 xr2

2+ yr2

2   xr2n

2 + yr2n

2

22n xr1
xr2
 xr2n

+ Σ
r1=1



Σ
 r2=r1+1


 Σ

 r2n-1=r2n-2+1



 xr1

2+ yr1

2
 xr2

2+ yr2

2   xr2n-1

2 + yr2n-1

2

22n-2
 xr1

xr2  xr2n-2
+ xr1

xr2  xr2n-1
+  + xr2

xr3  xr2n-1



+ Σ
r1=1



Σ
 r2=r1+1


 Σ

 rn=rn-1+1



 xr1

2+ yr1

2
 xr2

2+ yr2

2  xrn

2+ yrn

2

20

(2) An  を 定理 １０・１・１ の係数とするとき、 Bn = An    n=1,2,3,  である。

　そして、もしリーマン仮説が真ならば、これと同値な次の命題が成立する。

命題 １０・１・３

　 zk =1/2  i yk  ,  yk  0 ( ) k =1,2,3,  はリーマン・ゼータ ( )z の非自明な零点で Ar   r=1,2,3,  は

定理 １０・１・１ で得られる定数とするとき、次式が成立する。

Σ
r=1



1/4+ yr
2

1
 = -A1 = 0.0230957089

Σ
r=1



Σ
 s=r+1



 1/4+yr
2
 1/4+ys

2

1
 = A2 + A1 = 0.0002481555

Σ
r=1



Σ
 s=r+1



Σ
  t=s+1



 1/4+yr
2
 1/4+ys

2
 1/4+yt

2

1
 = -A3 - 2 A2 + A1  = 0.0000016727

Σ
r=1



Σ
 s=r+1



Σ
 t=s+1



Σ
 u=t+1



 1/4+ yr
2
 1/4+ ys

2
 1/4+ yt

2
 1/4+ yu

2

1

　　 = A4 +3A3 + 5 A2 + A1  = 8.02107342810-9

命題 １０・１・３’

Σ
r=1



 1/4+ yr
2

1 2

 = A1
2 - 2 A1 + A2  = 0.00003710063

Σ
r=1



 1/4+ yr
2

1 3

 =  -A1
3 + 3 A1-2  A1+A2  -3A3 = 0.00000014367786

Σ
r=1



 1/4+ yr
2

1 4

 = A1
4 - 4A1

3 + 4A1
2  2

5
- A2 + 4A1 3A2 + A3 -5

　 + 2A1
2 - 20A2 - 12A3 -4A4 = 6.5982791510-10

　1０・２ では、完備化されたリーマン・ゼータ( )z の零点とマクローリン級数の係数との関係が２つの定理で示される。

定理 １０・２・１

　完備化されたリーマン・ゼータ関数( )z とそのマクローリン級数が次のようであるとする。

( )z  = - 2
1

+z  2
1

-z 
-

2
1
 2

1
+ z

 2
1
 2

1
+z  2

1
+z

   = ( )0  1+A1 z
1 +A2 z

2 +A3 z
3 +A4 z

4 +

すると、これらの係数 Ar   r=0,1,2,3,  は次で与えられる。

Ar = Σ
s=0

r

Σ
t=0

s

( )-1 r-s

2r-s( )r-s !

log r-s
2s-t ( )s-t !

gs-t ( )5/4
ht

但し、 r( )z はポリガンマ関数、 Br,k f1 , f2 , は Bell 多項式、  s はスチルチェス定数であり、

gr 4
5

 = 
1 r = 0

Σ
k=1

r

Br,k 0 4
5

 , 1 4
5

 , , r-1 4
5

       r = 1,2,3,
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hr  = 
1 r = 0

( )1/2

2
Σ
s=r


( )-1 r 

( )s -1 !

s-1

 
s
r  2

1 s-r 

r = 1,2,3,

定理 １０・２・２

　完備化されたリーマン・ゼータ関数( )z とそのマクローリン級数が次のようであるとする。

( )z  = - 2
1

+z  2
1

-z 
-

2
1
 2

1
+ z

 2
1
 2

1
+z  2

1
+z

   = ( )0  1+B1 z
1 +B2 z

2 +B3 z
3 +B4 z

4 +

すると、

(1) ( )z の非自明な零点 zk = xk  i yk  , yk  0  k =1,2,3,  に対して次式が成立する。

( )0 = Π
n =1



xn
2+ yn

2

 xn-1/2 2+ yn
2

 = -
4 1/4

1
 4

1
 2

1
 = 0.9942415563

B1 = -Σ
r1=1



 xr1
-1/2

2+ yr1

2

2 xr1
-1/2

B2 =  Σ
r1=1



Σ
 r2=r1+1



  xr1
-1/2

2+ yr1

2
  xr2

-1/2
2+ yr2

2

22 
 xr1

-1/2  xr2
-1/2

 + Σ
r1=1



  xr1
-1/2

2+ yr1

2

20

B3 = -Σ
r1=1



Σ
 r2=r1+1



Σ
 r3=r2+1



  xr1
-1/2 2+ yr1

2
  xr2

-1/2 2+ yr2

2
  xr3

-1/2 2+ yr3

2

23 
 xr1

-1/2  xr2
-1/2  xr3

-1/2

-Σ
r1=1



Σ
 r2=r1+1



  xr1
-1/2

2+ yr1

2
  xr2

-1/2
2+ yr2

2

21
  xr1

-1/2 + xr2
-1/2

B4 =  Σ
r1=1



Σ
 r2=r1+1


 Σ

 r4=r3+1



  xr1
-1/2 2+ yr1

2
  xr2

-1/2 2+ yr2

2   xr4
-1/2 2+ yr4

2

24
 xr1

-1/2  xr2
-1/2  xr4

-1/2

  + Σ
r1=1



Σ
 r2=r1+1



Σ
 r3=r2+1



  xr1
-1/2 2+ yr1

2
  xr2

-1/2 2+ yr2

2
  xr3

-1/2 2+ yr3

2

22
  xr1

-1/2  xr2
-1/2 +  + xr2

-1/2  xr3
-1/2

  + Σ
r1=1



Σ
 r2=r1+1



  xr1
-1/2 2+ yr1

2
  xr2

-1/2 2+ yr2

2

20


(2) An  を 定理 １０・２・１ の係数とするとき、 Bn = An    n=1,2,3,  である。

　そして、もしリーマン仮説が真ならば、これと同値な次の命題が成立する。

命題 １０・２・３

　 zk =1/2  i yk  ,  yk  0 ( ) k =1,2,3,  はリーマン・ゼータ ( )z の非自明な零点で

Ar   r=1,2,3,  は定理 １０・２・１ で得られる定数とするとき、次式が成立する。

Σ
r1=1



yr1

2

1
 = A2 = 0.0231049931

Σ
r1=1



Σ
 r2=r1+1



yr1

2 yr2

2

1
 = A4 = 0.0002483340

Σ
r1=1



Σ
 r2=r1+1



Σ
 r3=r2+1



yr1

2 yr2

2 yr3

2

1
 = A6 = 0.00000167435

Σ
r1=1



Σ
 r2=r1+1



Σ
 r3=r2+1



Σ
 r4=r3+1



yr1

2 yr2

2 yr3

2yr4

2

1
 = A8 = 8.03069710-9

   
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Σ
r1=1



Σ
 r2=r1+1


 Σ

 r2n=r2n-1+1



yr1

2 yr2

2  yr2n

2

1
 = A2n 

命題 １０・２・３’

Σ
r=1



yr
4

1
 = A2

2 -2A4 = 0.00003717259

Σ
r=1



yr
6

1
 = A2 

3 -3A2 A4 +3A6 = 0.00000014417393

Σ
r=1



yr
8

1
 = A2 

4 + 2A4 
2 - 4A2

2 A4 + 4A2 A6 - 4A8 = 6.630310-10
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11 リーマン・ゼータの臨界線上の零点

　11・１では、完備化されたリーマン・ゼータ( )z に z =0+iy を代入して

h( )y  = - 2
1

+iy  2
1

-iy 
- 2

1
 2

1
+iy

 2
1
 2

1
+iy  2

1
+iy

とし、これを用いて臨界線上の零点の計算を企てる。しかしこの関数は絶対値が小さ過ぎ、 y =917 程度までの零点しか求

めることが出来ない。

　そこでh( )y を正規化して次のような符号関数を定義する。

sgn( )y  = -
 h( )y

h( )y
 = 

- 2
iy

  2
1
 2

1
+i y  2

1
+i y

 2
1
 2

1
+i y  2

1
+i y

この符号関数 sgn( )y を用いれば大きな y における臨界線上の零点でも求めることが出来る。

しかしながらこの符号関数 sgn( )y には、レーマ現象を見逃し易いと言う欠点がある。

　そこで 11・２ では、この符号関数 sgn( )y をリーマン・ゼータ関数 ( )1/2+i y の絶対値に乗じて滑らかな関数 Z( )y を

得る。

Z( )y   = sgn( )y   2
1

+iy  = 
- 2

iy

  2
1
 2

1
+i y

 2
1
 2

1
+i y

 2
1

+i y

 

この関数 Z( )y を用いれば曲線と y 軸との交点によって ( )z の臨界線上の零点を探すことができ、レーマ現象を見逃す

危険が少なくなる。

　11・３ では、先ず Lemma が用意される。

Lemma
　f( )z を領域 D 上に定義された複素関数とするとき、次式が成立する。

ei Im log f ( )z  = 
 f( )z

f( )z

11・２ のガンマ関数にこの Lemma を適用すると、
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Z( )y  = 
- 2

iy

  2
1
 2

1
+i y

 2
1
 2

1
+i y

 2
1

+i y  = 
- 2

iy

e
i Im log  2

1
 2

1
+i y

 2
1

+i y

これより、

Z( )y  = ei ( )y  2
1

+i y 但し、 ( )y  = Im log 2
1
 2

1
+i y  - 2

y
log

これは リーマン・ジーゲルの Z 関数の定義式 である。
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12 リーマン・ゼータの零点と連立無限次方程式

　12・１ では、リーマン・ゼータ ( )1/2z が実部虚部別にローラン展開される。

公式 １２・１・３

　リーマン・ゼータ関数を  1/2+z   ( ) z = x+iy 、スチルチェス定数を s   s=0,1,2,とするとき、 z =1/2  を除く

複素平面上で次式が成立する。

 2
1

+z  = - 1/2-z
1

 + Σ
s=0


s s!

( )1/2-z s

 = u+( )z + i v+( )z

u+( )x,y  = -
( )1/2-x 2+y2

1/2-x
 + Σ

r=0



Σ
s=0


2r+s s!

( )1/2-x s

( )2r !
( )-1 r y2r

v+( )x,y  = -
( )1/2-x 2+y2

y
 - Σ

r=0



Σ
s=0


2r+s+1 s!

( )1/2-x s

( )2r+1 !
( )-1 r y2r+1

但し、 00 = 1

公式 １２・１・４

　リーマン・ゼータ関数を  1/2+z   ( ) z = x+iy 、スチルチェス定数を s   s=0,1,2,とするとき、 z =1/2  を除く

複素平面上で次式が成立する。

 2
1

-z  = - 1/2+z
1

 + Σ
s=0


s s!

( )1/2+z s

 = u-( )z + i v-( )z

u-( )x,y  = -
( )1/2+x 2+y2

1/2+x
 + Σ

r=0



Σ
s=0


2r+s s!

( )1/2+x s

( )2r !
( )-1 r y2r

v-( )x,y  = 
( )1/2+x 2+y2

y
 + Σ

r=0



Σ
s=0


2r+s+1 s!

( )1/2+x s

( )2r+1 !
( )-1 r y2r+1

但し、 00 = 1

　12・2 では、これらが加減されて偶関数と奇関数に組み替えられる。

公式 １２・２・１ （偶関数）

e( )z  = -
1/4-z2

1/2
 + Σ

s=0


f( )2s
0 ( )2s !

z2s

ue( )x ,y  = -
2  1/4-x 2 + y 2 2 

+ 4x 2y 2

1/4-x 2 + y 2

 + Σ
r=0



Σ
s=0


f( )2r+2s ( )0

( )2s !
x 2s

( )2r !
( )-1 r y 2r

ve( )x ,y  = -
 1/4-x 2 + y 2 2 

+ 4x 2y 2

x y
 + Σ

r=0



Σ
s=0


f( )2r+2s+2( )0

( )2s +1 !
x 2s+1

( )2r +1 !
( )-1 r y 2r+1

公式 １２・２・２ （奇関数）

o( )z  = -
1/4-z2

z
 - Σ

s=0


f( )2s+1
0 ( )2s+1 !

z2s+1

uo( )x ,y  = -
 1/4-x 2 + y 2 2 

+ 4x 2y 2

x 1/4-x 2 - y 2

 - Σ
r=0



Σ
s=0


f( )2r+2s+1( )0

( )2s +1 !
x 2s+1

( )2r !
( )-1 r y 2r

vo( )x ,y  = -
 1/4-x 2 + y 2 2 

+ 4x 2y 2

y 1/4+x 2 + y 2

 - Σ
r=0



Σ
s=0


f( )2r+2s+1( )0

( )2s !
x 2s

( )2r +1 !
( )-1 r y 2r+1

但し、両公式において

f  ( )s ( )0  = Σ
t=0



t!

s+t 

 2
1 t

  = Σ
t=s



( )t -s !

t 

 2
1 t-s

 , 00 = 1

　12・3 では、リーマン・ゼータ ( )1/2z が零点を持つための必要十分条件が示される。
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定理 １２・３・１

　リーマン・ゼータ関数を  1/2z   ( )z =x + i y 、スチルチェス定数を s   s=0,1,2,  とするとき、  1/2z  = 0

であるための必要十分条件は次の連立方程式が解を持つことである。

　 
ue =  -

2  1/4-x 2 + y 2 2 
+ 4x 2y 2

1/4-x 2 + y 2

 + Σ
r=0



Σ
s=0


f( )2r+2s ( )0

( )2s !
x 2s

( )2r !
( )-1 r y 2r

 = 0 

ve =  -
 1/4-x 2 + y 2 2 

+ 4x 2y 2

x y
 +Σ

r=0



Σ
s=0


f( )2r+2s+2( )0

( )2s +1 !
x 2s+1

( )2r +1 !
( )-1 r y 2r+1

 = 0

uo =  -
 1/4-x 2 + y 2 2 

+ 4x 2y 2

x 1/4-x 2 - y 2

 - Σ
r=0



Σ
s=0


f( )2r+2s+1( )0

( )2s +1 !
x 2s+1

( )2r !
( )-1 r y 2r

 = 0

vo =  -
 1/4-x 2 + y 2 2 

+ 4x 2y 2

y 1/4+x 2 + y 2

 - Σ
r=0



Σ
s=0


f( )2r+2s+1( )0

( )2s !
x 2s

( )2r +1 !
( )-1 r y 2r+1

 = 0

但し、 f  ( )s ( )0  = Σ
t=0



t!

s+t 

 2
1 t

  = Σ
t=s



( )t -s !

t  2
1 t-s

 , 00 = 1

　12・4 では、リーマン仮説と同値な２つの仮説が提示される。

仮説 １２・４・１

　 s   s=0,1,2, をスチルチェス定数、 x , y を実数とするとき、次の連立方程式は x  0  なる解を持たない。

　　 
vo = -

 1/4-x 2 + y 2 2 
+ 4x 2y 2

y 1/4+x 2 + y 2

 - Σ
r=0



Σ
s=0


f( )2r+2s+1( )0

( )2s !
x 2s

( )2r +1 !
( )-1 r y 2r+1

 = 0

uo = -
 1/4-x 2 + y 2 2 

+ 4x 2y 2

x 1/4-x 2 - y 2

 - Σ
r=0



Σ
s=0


f( )2r+2s+1( )0

( )2s +1 !
x 2s+1

( )2r !
( )-1 r y 2r

 = 0

仮説 １２・４・２

　 s   s=0,1,2, をスチルチェス定数、 x , y を実数とするとき、次の連立方程式は x  0  なる解を持たない。

　　 
ue =  -

2  1/4-x 2 + y 2 2 
+ 4x 2y 2

1/4-x 2 + y 2

 + Σ
r=0



Σ
s=0


f( )2r+2s ( )0

( )2s !
x 2s

( )2r !
( )-1 r y 2r

 = 0 

ve =  -
 1/4-x 2 + y 2 2 

+ 4x 2y 2

x y
 + Σ

r=0



Σ
s=0


f( )2r+2s+2( )0

( )2s +1 !
x 2s+1

( )2r +1 !
( )-1 r y 2r+1

 = 0

　但し、両仮説において

f  ( )s ( )0  = Σ
t=0



t!

s+t 

 2
1 t

  = Σ
t=s



( )t -s !

t 

 2
1 t-s

 , 00 = 1

　 y が大きいところでは分数関数の部分は無視することができる。すると、これらの y に関する偏導関数を考慮すれば、

上記２つの仮説は成立する可能性は高いと思われる。
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１３ リーマン仮説が成立しない確率

１３・１ ξ(z) のマクローリン級数

定理 １３・１・１

　完備化されたリーマン・ゼータ関数 ( )z とそのマクローリン級数が次のようであるとする。

( )z  = -z( )1-z 
- 2

z

 2
z ( )z  = Σ

r=0


Ar z

r (1.0)

すると、これらの係数 Ar   r =0,1,2,3,  は次で与えられる。

r = Σ
s=0

r

Σ
t=0

s

2r-s ( )r -s !

log r-s
2s-t ( )s -t !

( )-1 s-t gs-t ( )3/2
ht (1.a)

但し、 r( )z はポリガンマ関数、 Br,k f1 , f2 , は Bell 多項式、  s はスチルチェス定数であり、

gr 2
3

 = 
1 r = 0

Σ
k=1

r

Br,k 0 2
3

, 1 2
3

, ,r-1 2
3

r = 1,2,3,

hr  = 
1 r = 0

-
( )r -1 !

r-1
r = 1,2,3,

例 （記号）

 

 

例 （数値）
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１３・２ ξ(z) におけるヴィエタの公式

定理 １３・２・１ （共役複素根を持つ無限次方程式）

　複素平面上の関数 f( )z が零点 zk = xk  i yk  ,  yk  0 ( ) k =1,2,3,  を持ち、次のように完全に因数分解される

とする。

f( )z  = Π
k=1



 1-
zk

z
 = Π

r=1



 1-
xr

2+ yr
2

2xr z
+

xr
2+ yr

2

z 2

すると f( )z は次のように冪級数に展開される。

f( )z  = 1+a1z1 +a2z2 +a3z3 +a4z4 + (2.1)

但し、

a1 = -Σ
r1=1



xr1

2+ yr1

2

2xr1 Ｃ1 1 = 1

a2 =  Σ
r1=1



Σ
 r2=r1+1



 xr1

2+ yr1

2
 xr2

2+ yr2

2

22 xr1
xr2

 + Σ
r1=1



xr1

2+ yr1

2

20

Ｃ2 2 = 1  ,  Ｃ1 0 = 1

a3 = -Σ
r1=1



Σ
 r2=r1+1



Σ
 r3=r2+1



 xr1

2+ yr1

2
 xr2

2+ yr2

2
 xr3

2+ yr3

2

23 xr1
xr2

xr3 -Σ
r1=1



Σ
 r2=r1+1



 xr1

2+ yr1

2
 xr2

2+ yr2

2

21
 xr1

+ xr2 Ｃ3 3 = 1
Ｃ2 1 = 2

a4 =  Σ
r1=1



Σ
 r2=r1+1



Σ
 r3=r2+1



Σ
 r4=r3+1



 xr1

2+ yr1

2
 xr2

2+ yr2

2
 xr3

2+ yr3

2
 xr4

2+ yr4

2

24xr1
xr2

xr3
xr4

Ｃ4 4 = 1

  + Σ
r1=1



Σ
 r2=r1+1



Σ
 r3=r2+1



 xr1

2+ yr1

2
 xr2

2+ yr2

2
 xr3

2+ yr3

2

22
 xr1

xr2 + xr1 
xr3 

+ xr2
xr3

    Ｃ3 2 = 3

  + Σ
r1=1



Σ
 r2=r1+1



 xr1

2+ yr1

2
 xr2

2+ yr2

2

20

    Ｃ2 0 = 1

a5 = -Σ
r1=1



Σ
 r2=r1+1



Σ
 r3=r2+1



Σ
 r4=r3+1



Σ
 r5=r4+1



 xr1

2+ yr1

2
 xr2

2+ yr2

2
 xr3

2+ yr3

2
 xr4

2+ yr4

2
 xr5

2+ yr5

2

25 xr1
xr2

xr3
xr4

xr5
Ｃ5 5 = 1

- Σ
r1=1



Σ
 r2=r1+1



Σ
 r3=r2+1



Σ
 r4=r3+1



 xr1

2+ yr1

2
 xr2

2+ yr2

2
 xr3

2+ yr3

2
 xr4

2+ yr4

2

23
 xr1

xr2
xr3

+ xr1
xr2

xr4
+ xr1

xr3
xr4

+ xr2
xr3

xr4
Ｃ4 3 = 4

- Σ
r1=1



Σ
 r2=r1+1



Σ
 r3=r2+1



 xr1

2+ yr1

2
 xr2

2+ yr2

2
 xr3

2+ yr3

2

21
 xr1

+ xr2
+ xr3

Ｃ3 1 = 3

　　 

a2n =  Σ
r1=1



Σ
 r2=r1+1


 Σ

 r2n=r2n-1+1



 xr1

2+ yr1

2
 xr2

2+ yr2

2   xr2n

2 + yr2n

2

22n xr1
xr2
 xr2n

Ｃ2n 2n = 1

+ Σ
r1=1



Σ
 r2=r1+1


 Σ

 r2n-1=r2n-2+1



 xr1

2+ yr1

2
 xr2

2+ yr2

2   xr2n-1

2 + yr2n-1

2

22n-2
 xr1

xr2  xr2n-2
+ xr1

xr2  xr2n-1
+  + xr2

xr3  xr2n-1
Ｃ2n -1 2n-2 = 2n -1

+ Σ
r1=1



Σ
 r2=r1+1


 Σ

 r2n-2=r2n-3+1



 xr1

2+ yr1

2
 xr2

2+ yr2

2   xr2n-2

2 + yr2n-2

2

22n-4
 xr1

xr2  xr2n-4
+ xr1

xr2  xr2n-3
+  + xr3

xr4  xr2n-2
Ｃ2n -2 2n-4



+ Σ
r1=1



Σ
 r2=r1+1


 Σ

 r2n-n=r2n-n-1+1



 xr1

2+ yr1

2
 xr2

2+ yr2

2  xr2n-n

2 + yr2n-n

2

20

Ｃ2n -n 2n-2n = 1

a2n+1 = -Σ
r1=1



Σ
 r2=r1+1


 Σ

 r2n+1=r2n+1



 xr1

2+ yr1

2
 xr2

2+ yr2

2   xr2n+1

2 + yr2n+1

2

22n+1 xr1
xr2
 xr2n+1

Ｃ2n +1 2n+1 = 1
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- Σ
r1=1



Σ
 r2=r1+1


 Σ

 r2n=r2n-1+1



 xr1

2+ yr1

2
 xr2

2+ yr2

2   xr2n

2 + yr2n

2

22n-1
 xr1

xr2
xr2n-1

+ xr1
xr2
xr2n

++ xr2
xr3
xr2n

Ｃ2n 2n-1 = 2n

- Σ
r1=1



Σ
 r2=r1+1


 Σ

 r2n-1=r2n-2+1



 xr1

2+ yr1

2
 xr2

2+ yr2

2   xr2n-1

2 + yr2n-1

2

22n-3
 xr1

xr2
xr2n-3

+ xr1
xr2
xr2n-2

++ xr3
xr4
xr2n-1

Ｃ2n -1 2n-3

 

- Σ
r1=1



Σ
 r2=r1+1


 Σ

 r2n+1-n=r2n-n+1



 xr1

2+ yr1

2
 xr2

2+ yr2

2  xr2n+1-n

2 + yr2n+1-n

2

21
 xr1

+ xr2
+  + xr2n+1-n

Ｃ2n +1-n 2n+1-2n = n +1

なお、右端の二項係数は各半多重級数の分子の項数である。

定理 １３・２・２

　完備化されたリーマンゼータ関数 ( )z とそのマクローリン級数が次のようであるとする。

( )z  = -z( )1-z 
- 2

z

 2
z ( )z  = Σ

r=0


Br z

r (2.2)

すると、リーマンゼータ関数  ( )z の非自明な零点 zrt
= xrt

 iyrt
  , yrt

 0  t=1,2,3,  に対して次式が成立する。

B1 = -Σ
r1=1



xr1

2+ yr1

2

21xr1 Ｃ1 1 = 1

B2 =  Σ
r1=1



Σ
 r2=r1+1



 xr1

2+ yr1

2
 xr2

2+ yr2

2

22 xr1
xr2

 + Σ
r1=1



xr1

2+ yr1

2

20

Ｃ2 2 = 1  ,  Ｃ1 0 = 1

B3 = -Σ
r1=1



Σ
 r2=r1+1



Σ
 r3=r2+1



 xr1

2+ yr1

2
 xr2

2+ yr2

2
 xr3

2+ yr3

2

23 xr1
xr2

xr3 -Σ
r1=1



Σ
 r2=r1+1



 xr1

2+ yr1

2
 xr2

2+ yr2

2

21
 xr1

+ xr2 Ｃ3 3 = 1
Ｃ2 1 = 2

B4 =  Σ
r1=1



Σ
 r2=r1+1



Σ
 r3=r2+1



Σ
 r4=r3+1



 xr1

2+ yr1

2
 xr2

2+ yr2

2
 xr3

2+ yr3

2
 xr4

2+ yr4

2

24xr1
xr2

xr3
xr4

Ｃ4 4 = 1

  + Σ
r1=1



Σ
 r2=r1+1



Σ
 r3=r2+1



 xr1

2+ yr1

2
 xr2

2+ yr2

2
 xr3

2+ yr3

2

22
 xr1

xr2 + xr1 
xr3 

+ xr2
xr3

    Ｃ3 2 = 3

  + Σ
r1=1



Σ
 r2=r1+1



 xr1

2+ yr1

2
 xr2

2+ yr2

2

20

    Ｃ2 0 = 1

B5 = -Σ
r1=1



Σ
 r2=r1+1



Σ
 r3=r2+1



Σ
 r4=r3+1



Σ
 r5=r4+1



 xr1

2+ yr1

2
 xr2

2+ yr2

2
 xr3

2+ yr3

2
 xr4

2+ yr4

2
 xr5

2+ yr5

2

25 xr1
xr2

xr3
xr4

xr5
Ｃ5 5 = 1

- Σ
r1=1



Σ
 r2=r1+1



Σ
 r3=r2+1



Σ
 r4=r3+1



 xr1

2+ yr1

2
 xr2

2+ yr2

2
 xr3

2+ yr3

2
 xr4

2+ yr4

2

23
 xr1

xr2
xr3

+ xr1
xr2

xr4
+ xr1

xr3
xr4

+ xr2
xr3

xr4
Ｃ4 3 = 4

- Σ
r1=1



Σ
 r2=r1+1



Σ
 r3=r2+1



 xr1

2+ yr1

2
 xr2

2+ yr2

2
 xr3

2+ yr3

2

21
 xr1

+ xr2
+ xr3

Ｃ3 1 = 3



B2n =  Σ
r1=1



Σ
 r2=r1+1


 Σ

 r2n=r2n-1+1



 xr1

2+ yr1

2
 xr2

2+ yr2

2   xr2n

2 + yr2n

2

22n xr1
xr2
 xr2n

Ｃ2n 2n = 1

+ Σ
r1=1



Σ
 r2=r1+1


 Σ

 r2n-1=r2n-2+1



 xr1

2+ yr1

2
 xr2

2+ yr2

2   xr2n-1

2 + yr2n-1

2

22n-2
 xr1

xr2  xr2n-2
+ xr1

xr2  xr2n-1
+  + xr2

xr3  xr2n-1
Ｃ2n -1 2n-2 = 2n -1

+ Σ
r1=1



Σ
 r2=r1+1


 Σ

 r2n-2=r2n-3+1



 xr1

2+ yr1

2
 xr2

2+ yr2

2   xr2n-2

2 + yr2n-2

2

22n-4
 xr1

xr2  xr2n-4
+ xr1

xr2  xr2n-3
+  + xr3

xr4  xr2n-2
Ｃ2n -2 2n-4


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+ Σ
r1=1



Σ
 r2=r1+1


 Σ

r2n-n=r2n-n-1+1



 xr1

2+ yr1

2
 xr2

2+ yr2

2  xr2n-n

2 + yr2n-n

2

20

Ｃ2n -n 2n-2n = 1

B2n+1 = -Σ
r1=1



Σ
 r2=r1+1


 Σ

r2n+1=r2n+1



 xr1

2+ yr1

2
 xr2

2+ yr2

2   xr2n+1

2 + yr2n+1

2

22n+1 xr1
xr2
 xr2n+1

Ｃ2n +1 2n+1 = 1

- Σ
r1=1



Σ
 r2=r1+1


 Σ

r2n=r2n-1+1



 xr1

2+ yr1

2
 xr2

2+ yr2

2   xr2n

2 + yr2n

2

22n-1
 xr1

xr2
xr2n-1

+ xr1
xr2
xr2n

++ xr2
xr3
xr2n

2nＣ 2n-1 = 2n

- Σ
r1=1



Σ
 r2=r1+1


 Σ

r2n-1=r2n-2+1



 xr1

2+ yr1

2
 xr2

2+ yr2

2   xr2n-1

2 + yr2n-1

2

22n-3
 xr1

xr2
xr2n-3

+ xr1
xr2
xr2n-2

++ xr3
xr4
xr2n-1

Ｃ2n -1 2n-3



- Σ
r1=1



Σ
 r2=r1+1


 Σ

 r2n+1-n=r2n-n+1



 xr1

2+ yr1

2
 xr2

2+ yr2

2  xr2n+1-n

2 + yr2n+1-n

2

21
 xr1

+ xr2
+  + xr2n+1-n

Ｃ2n +1-n 2n+1-2n = n +1

なお、右端の二項係数は各半多重級数の分子の項数である。

１３・３ リーマン仮説と同値な命題 その１

命題 １３・３・２

n は自然数、 An  は 定理 １３・１・１ で得られた定数、そして yrt
はリーマンゼータ関数  ( )z の臨界線上の零点とする。

すると次式が成立する。

Hn = Σ
k=0

n

n
( )-1 n

 
n -1+k

n -1
( )n -k An-k (3.2)

但し、

H1 = Σ
r1=1



1/4+ yr1

2

1

H2 = Σ
r1=1



Σ
 r2=r1+1



 1/4+ yr1

2
 1/4+ yr2

2

1

H3 = Σ
r1=1



Σ
 r2=r1+1



Σ
 r3=r2+1



 1/4+ yr1

2
 1/4+ yr2

2
 1/4+ yr3

2

1


Hn = Σ

r1=1



Σ
 r2=r1+1



Σ
 r3=r2+1


 Σ

rn=rn-1+1



 1/4+ yr1

2
 1/4+ yr2

2
 1/4+ yr3

2    1/4+ yrn

2

1

例

　(3.2) の最初の数個を書き下せば、

Σ
r1=1



1/4+ yr1

2

1
 = -A1 = 0.0230957089

Σ
r1=1



Σ
 r2=r1+1



 1/4+ yr1

2
 1/4+ yr2

2

1
 =   A1 + A2 = 0.000248155568

Σ
r1=1



Σ
 r2=r1+1



Σ
 r3=r2+1



 1/4+ yr1

2
 1/4+ yr2

2
 1/4+ yr3

2

1
 = -2 A1 + A2  - A3 = 1.67271371310-6

Σ
r1=1



Σ
 r2=r1+1



Σ
 r3=r2+1



Σ
 r4=r3+1



 1/4+ yr1

2
 1/4+ yr2

2
 1/4+ yr3

2
 1/4+ yr4

2

1
 =   5 A1 + A2  + 3A3 + A4

= 8.02107342810-9

Σ
r1=1



Σ
 r2=r1+1



Σ
 r3=r2+1


 Σ

r5=r4+1



 1/4+ yr1

2
 1/4+ yr2

2
 1/4+ yr3

2   1/4+ yr5

2

1
 = -14 A1 + A2  - 9A3 - 4A4 - A5

= 2.93605587210-11
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１３・４ リーマン仮説と同値な命題 その２

命題 １３・４・２

　 n を 2 以上の自然数、 An  を 定理 １３・１・１ で得られた定数とするとき、次式が成立する。

Gn = G1
n - 2G1

n-1H2 - Σ
s=0

n -3
G1

s  Σ
t =2

n -s-1
( )-1 t Gn-s-t Ht +( )-1 n-s( )n-s Hn-s (4.2)

但し、

Gn = Σ
r1=1



 1/4+ yr1

2

1 n

n =1,2,3,

Hn = Σ
k=0

n

n
( )-1 n

 
n -1+k

n -1
( )n -k An-k n =2,3,4,

G1 = -A1   = H1

n  2  のとき (4.2) の第 3 項は無いものとする。

例

　この命題を Mathematica を用いて再帰式として計算すれば (4.2) の最初の幾つかは次のようになる。
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１３・５ リーマン仮説が成立しない確率

　定理１３・１・１ と 命題 １３・４・２ に従い、 Mathematica を用いて この確率を計算する。道具立ては次のとおり。

 

最初の５行は 定理 １３・１・１ に従って理論値 Ar を求めるツールである。最後の yr は臨界線上の零点である。これらにより

Ar  と yr  の値が瞬時に得られる。　以下、命題 １３・４・２ の等式に従って各次毎に計算が行われる。

16 次

　最後はジャンプしてこの計算を行う。臨界上の零点は前２例に同じく 30,000 個を取る。

 

　即ち、臨界上の零点 30,000 個の 16 乗和は理論値の101 ナイン 101N を占めている。従って リーマン仮説が成立

しない確率は 10-101 未満である。
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リーマン予想の図的証明

　この証明は、１つの章に収めるのが困難なので、独立の稿とする。

　第１章 では、リーマンゼータ関数 ( )z 及びディリクレイータ関数( )z の定義、そして、両者の関係式を示す。　即ち、

( )z  = Σ
r=1


e-z log r = 

1z

1
+

2z

1
+

3z

1
+

4z

1
+  Re( )z  > 1 (1. )

( )z  = Σ
r=1


( )-1 r-1e-z log r = 

1z

1
-

2z

1
+

3z

1
-

4z

1
+-  Re( )z  > 0 (1. )

( )z  = 
1-21-z

1
( )z z1

　第２章 では、同値な３つの補題が提示し証明される。

補題 ２・１

　実数の集合を R とし、ディリクレイータ関数を ( )z   ( )z = x +i y ,  x ,y  R  とするとき、0 < x < 1  において( )z  = 0  

であるための必要十分条件は 次の連立方程式がこの定義域上で解を持つことである。


( )z   = Σ

r=1


( )-1 r-1 e-z log r   = 0 (2.1+)

( )1-z  = Σ
r=1


( )-1 r-1 e-( )1-z  log r = 0 (2.1-)

補題 ２・１’

　実数の集合を R とし、ディリクレイータ関数を ( )z   ( )z = x +i y ,  x ,y  R  とするとき、-1/2 < x < 1/2  において

( )1/2  z  = 0  であるための必要十分条件は 次の連立方程式がこの定義域上で解を持つことである。


 2

1
+z  = Σ

r=1



r

( )-1 r-1

e-z log r = 0 (2.1'+)

 2
1

-z  = Σ
r=1



r

( )-1 r-1

ez log r = 0 (2.1'-)

補題 ２・２

　実数の集合を R とし、ディリクレ・イータ関数を ( )z   ( )z = x +i y ,  x ,y  R  とするとき、-1/2 < x < 1/2  において

( )1/2  z  = 0  であるための必要十分条件は 次の連立方程式がこの定義域上で解を持つことである。


c( )z  = Σ

r=1



r

( )-1 r-1

cosh( )zlog r  = 0 (2.2c )

s( )z  = Σ
r=1



r

( )-1 r-1

sinh( )zlog r  = 0 (2.2s )

　そして、補題 ２・２ を実部虚部別に表示して次の定理を得る。

定理 ２・３

　実数の集合を R とし、ディリクレイータ関数を ( )z   ( )z = x +i y ,  x ,y  R  とするとき、-1/2 < x < 1/2  に

おいて( )1/2 z  = 0  であるための必要十分条件は次の連立方程式が

この定義域上で解を持つことである。


uc( )x,y  =  Σ

r=1



r

( )-1 r-1

cosh( )xlog r  cos( )ylog r  = 0

vc( )x,y  =  Σ
r=1



r

( )-1 r-1

sinh( )xlog r  sin( )ylog r   = 0

us( )x,y  =  Σ
r=1



r

( )-1 r-1

sinh( )xlog r  cos( )ylog r  = 0

vs( )x,y  =  Σ
r=1



r

( )-1 r-1

cosh( )xlog r  sin( )ylog r  = 0
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　第３章 では、 vc( )x , y の y に関する振幅が考察されます。そして次の法則を得る。

法則 ３・４・５

　 x ,y を実数、関数 vc( )x ,y を次のようであるとする。

vc( )x,y  =  Σ
r=1



r

( )-1 r-1

sinh( )xlog r  sin( )ylog r (2.4c)

すると、 x が与えられたとき、 vc( )x ,y の振幅は概して y の絶対値に比例する。

　この法則により、 x が与えられたとき vc( )x,y の等高線の先端は y が大きいほど概して y 軸に近づくことが説明できる。

例えば、 vc( )x ,y の高さ 1 の等高線図を y =100107 と y =30003007 について描くとそれぞれ次のようになる。

左図が y =100107  で 右図が y =30003007  である。

　第４章 では、 us( )x , y の y に関する振幅が考察されます。そして次の法則を得る。

法則 ４・４・５

　 x ,y を実数、関数 us( )x ,y を次のようであるとする。

us( )x,y  =  Σ
r=1



r

( )-1 r-1

sinh( )xlog r  cos( )ylog r (2.4s)

すると、 x が与えられたとき、 us( )x ,y の振幅は概して y の絶対値に比例する。

　この法則により、 x が与えられたとき us( )x,y の等高線の先端は y が大きいほど概して y 軸に近づくことが説明できる。

例えば、 us( )x ,y の高さ 1 の等高線図を y =100107 と y =30003007 について描くとそれぞれ次のようになる。

左図が y =100107  で 右図が y =30003007  である。

　第５章では、 vc( )x ,y  = us( )x ,y  = h ( )h  0 の等高線が注目されます。例えば、 vc( )x ,y ,us( )x ,y の高さ 8 の

等高線図を一緒に描けば次のようになる。左図が 8 で右図が 8 である。
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vc( )x ,y ,us( )x ,y は x に関して奇関数であるので、左図と右図は y 軸に関して鏡像関係になる。また vc( )x ,y は y に関し

て奇関数であるので、左図と右図は x 軸に関しても鏡像関係になる。両図は平面上での移動や回転では決して重なること

が出来ない。

然るに、高さ0 においては左図と右図は移動も回転も無しに重ならなければならない。そのためには、高さが上下から

0 に近づくにつれて両図の等高線が変形しなければならない。そして高さ0 において 両図は y 軸に関しても x 軸に関

しても線対称にならねばならない。

このことは高さ非ゼロでは y 軸に関して互生であった等高線が高さ0 では対生になるべきことを強要する。このことは

x 軸に関しても同様である。

かくして、高さ0 において   の右端左端は y 軸に吸収され、    の下端上端は x 軸に吸収されなければなら

ない。実際、 vc( )x ,y ,us( )x ,y の高さを上下から 0 に近づければ等高線は最終的に次図のようになる。

vc = us = 1 から vc = us = 0 までのアニメーションは ここをクリック AnimZ5219.gif

理論どおり、 y 軸および x 軸に関して非線対称な等高線の部分は両軸に吸収された。結果、無数の自明な解（青点）と

４個の非自明な解（赤点）が残った。自明な解は x 軸上にあり、非自明な解は臨界領域 -1/2 < x < 1/2 の外に存在す

る。

この図は | |y  15  で描かれているが、法則 ３・４・５ と 法則 ４・４・５ によれば、 | |y が大きいところでは  の右端

左端はより速く y 軸に吸収されることになる。

かくして、連立方程式 vc( )x ,y  = us( )x ,y  = 0 は 臨界領域 -1/2 < x < 1/2  内では 臨界線 x =0上を除いて解を持た

ない。

　第６章では、以上を整理・要約して、リーマン予想の証明を行う。

命題 ６・１ （リーマン予想）

( )z は次のディリクレ級数で定義される関数とする。

( )z  = Σ
r=1


e-z log r =

1z

1
+

2z

1
+

3z

1
+

4z

1
+  Re( )z  > 1 (1. )

この関数は、臨界線 Re( )z =1/2 上以外では非自明な零点を持たない。

証明

リーマンゼータ関数 ( )z の零点を求める問題は、結局、定理 ２・３ に帰着する。そして、定理 ２・３ によれば、ディリクレ

イータ関数( )z が臨界領域内に零点を持つことと uc = vc = us = vs = 0  が臨界領域内に解を持つことは同値である。

然るに、第５章で見たように、 vc = us = 0 は臨界線上を除く臨界領域内で解を持たない。当然、 uc = vc = us = vs = 0  も

臨界線上を除く臨界領域内で解を持たない。

よって 定理 ２・３ により、デイリクレイータ関数( )z は臨界線上を除く臨界領域内で零点を持たず、従って リーマン・

ゼータ関数 ( )z も臨界線上を除く臨界領域内で零点を持たない。　 Q.E.D.
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リーマン予想の解析的証明

　第１章 では、リーマンゼータ関数 ( )z 及びディリクレイータ関数( )z の定義、そして、両者の関係式を示す。　即ち、

( )z  = Σ
r=1


e-z log r = 

1z

1
+

2z

1
+

3z

1
+

4z

1
+  Re( )z  > 1 (1. )

( )z  = Σ
r=1


( )-1 r-1e-z log r = 

1z

1
-

2z

1
+

3z

1
-

4z

1
+-  Re( )z  > 0 (1. )

( )z  = 
1-21-z

1
( )z z1

　第２章 では、同値な３つの補題を経て、最終的に次の定理が得られる。

定理 ２・３

　実数の集合を R とし、ディリクレイータ関数を ( )z   ( )z = x +i y ,  x ,y  R  とするとき、-1/2 < x < 1/2  において

( )1/2  z  = 0  であるための必要十分条件は次の連立方程式がこの定義域上で解を持つことである。


uc( )x,y  =  Σ

r=1



r

( )-1 r-1

cosh( )xlog r  cos( )ylog r  = 0

vc( )x,y  =  Σ
r=1



r

( )-1 r-1

sinh( )xlog r  sin( )ylog r   = 0

us( )x,y  =  Σ
r=1



r

( )-1 r-1

sinh( )xlog r  cos( )ylog r  = 0

vs( )x,y  =  Σ
r=1



r

( )-1 r-1

cosh( )xlog r  sin( )ylog r  = 0

　第３章 では、 vc( )x,y と us( )x,y の級数の初項 r =1 がいづれも 0 であることが注目される。

そして、これらの初項は r =1 から r =2 に変更され、次の補題が提示し証明される。

補題 ３・１

　 y は実数、 x は-1/2 < x < 1/2  なる実数とするとき、次の連立方程式は x 0  なる解を持たない。


vc( )x,y  =  Σ

r=2



r

( )-1 r-1

sinh( )xlog r  sin( )ylog r   = 0     (3.1c )

us( )x,y  =  Σ
r=2



r

( )-1 r-1

sinh( )xlog r  cos( )ylog r  = 0     (3.1s )

証明（概要）

１． (3.1s) の級数 y に関して 0 から y まで項別積分すれば 次のようになる。

∫us( )x,y dy = Σ
r=2



r  log r

( )-1 r-1

sinh( )xlog r  sin( )ylog r    (3.1sy)

vc( )x ,y と∫us( )x ,y dy の山・谷の y 座標はほぼ一致する。（  sin( )y log r が共通 ）

∫us( )x ,y dy の山・谷の y 座標と us( )x ,y の零点は一致する。（  関数と導関数の関係 ）

かくて -1/2 < x < 1/2  , x  0  について vc( )x ,y の山・谷の y 座標と us( )x ,y の零点はほぼ一致する。

２． (3.1c) の級数 y に関して 0 から y まで項別積分すれば 次のようになる。

∫vc( )x,y dy =  -Σ
r=2



r  log r

( )-1 r-1

sinh( )xlog r  cos( )ylog r    (3.1cy)

us( )x ,y と∫vc( )x ,y dy の山・谷の y 座標はほぼ一致する。（  cos( )y log r が共通 ）

-∫vc( )x ,y dy の山・谷の y 座標と vc( )x ,y の零点は一致する。（  関数と導関数の関係 ）

かくて -1/2 < x < 1/2  , x  0  について us( )x ,y の山・谷の y 座標と vc( )x ,y の零点はほぼ一致する。

３． １ 及び ２ の結果、 vc( )x ,y と us( )x ,y は -1/2 < x < 1/2  , x  0  において共通零点を持たない。
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　第４章では、以上を整理・要約して、リーマン予想の証明を行う。

命題 ４・１ （リーマン予想）

　 ( )z は次のディリクレ級数で定義される関数とする。

( )z  = Σ
r=1


e-z log r = 

1z

1
+

2z

1
+

3z

1
+

4z

1
+  Re( )z  > 1 (1. )

この関数は、臨界線 Re( )z =1/2 上以外では非自明な零点を持たない。

証明（概要）

　補題 ３・１ と 定理 ２・３ により、( )1/2  z は -1/2 < x < 1/2 において x = 0 以外の零点を持たない。

即ち、ディリクレイータ関数( )z は 0 < x < 1  において x =1/2 以外の零点を持たない。

従って、リーマンゼータ関数 ( )z も 0 < x < 1  において x =1/2 以外の零点を持たない。

2012.12.05


2025.02.07

宇宙人の数学

河野 和

広島市
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